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Ю. Макаренков 

Алгоритмы 
на словах 

В конце девятнадцатого — начале 
двадцатого века в математике появил- 
ся новый объект для изучения: це- 
почки символов, взятых из фикси- 
рованного набора. У нас в математи- 
ческой литературе такие цепочки на- 
зывают теперь словами. 

Знаменитый немецкий математик 
Давид Гильберт в начале века пред- 
ложил план доказательства непро- 
тиворечивости математики при помо- 
щи построения исчислений (то есть 
правил преобразования) слов. В на- 
чале тридцатых годов было выяснено, 
что «всю математику» (и даже «всю 
арифметику») втиснуть в одно исчис- 
ление невозможно (это знаменитая 
теорема Гёделя). Хотя надежды 
Гильберта в полном объеме не оправ- 
дались, отдельные разделы математи- 
ки «формализовать» таким путем 
удается, и все современные исследова- 
ния по основаниям математики начи- 
наются с подобной формализации. 
Во многих разделах математики (на- 
пример, в математической лингвисти- 
ке и общей алгебре) и ее приложени- 
ях (скажем, языки программирова- 
ния) слова стали одним иЗ важнейших 
объектов изучения. 

Теория алгоритмов родилась толь- 
ко в тридцатых годах нашего века. 
С тех пор понятие алгоритма также 
стало одним из важнейших в матема- 
тике. 

Хотя слово «алгоритм» появляет- 
ся только в последнем разделе пред- 
лагаемой статьи, вся она посвящена 


словам и алгоритмам, работающим со 
словами. 

Вводный пример 

Фиксируем на плоскости равносто- 
ронний треугольник ЛВС (рис. 1). 
Обозначим через Я поворот плоскости 
на 120 е против часовой стрелки вок- 
руг центра О треугольника (рис. 2); 
через 5 обозначим осевую симметрию 
плоскости с осью ОВ (рис. 3). Каж- 
дое из преобразований Я, 5 отобра- 
жает треугольник АВС на себя. По- 
этому их называют также самосовме- 
щениями исходного треугольника. 
Самосовмещения Я и 5 мы будем на- 
зывать элементарными. 

Рассмотрим всевозможные компо- 
зиции элементарных самосовмещений 
(«Геометрия 7», п. 77). Каждая такая 
композиция снова, очевидно, будет 
некоторым самосовмещением. 

Подобно обычным операциям сло- 
жения и умножения чисел, операция 
композиции самосовмещений облада- 
ет сочетательным, или ассоциативным, 
свойством: если /, Н — самосов- 
мещения, то 

(/ С в) о Л = / о (§ о й). 

(Это верно не только для самосовме- 
щений треугольника, но и для произ- 
вольных отображений любого мно- 
жества М в себя!) Поэтому в «длин- 



Рис. I. 

ных» композициях элементарных са- 
мосовмещений скобки можно ставить 
в любом порядке, а значит, можно их 
и вообще не ставить. Например, 

(/? о 5) о (/? о /?) = 

= Я ° ((5 О Я) о /?) = 

= Я О 5 о /? о я. 

В отличие от сложения и умноже- 
ния чисел, операция композиции са- 
мосовмещений не обладает, вообще го- 
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Рис. 2. 


Рис. 3. 


воря, переместительным, или комму- 
тативным, свойством. Так, в данном 
случае Я (ср. рисун- 

ки 4 и 5). 

Напишем наудачу какую-нибудь 
«длинную» композицию элементар- 
ных самосовмещений: 

X =Зо За Я°3°Я°3° 

о Я о 3 о 5 о Я. (1) 
Что можно сказать о самосовмещений 
X? 

Легко доказать, что всего сущест- 
вует шесть самосовмещений исход- 
ного треугольника: тождественное 
отображение Е, оставляющее каж- 
дую точку плоскости на месте; пово- 
рот на 120° против часовой стрелки; 
поворот на 120° по часовой стрелке; 
осевые симметрии с осями О А, ОВ, 
ОС. Из рисунков 4 и 5 видно, что осе- 
вая симметрия с осью ОА совпадает 
с композицией 3 о Я, а осевая сим- 
метрия с осью ОС есть композиция 
Я о 3. 

Задача. Представьте в виде компо- 
зиции элементарных самосовмещений поворот 
на 120° по часовой стрелке. 


Итак, наша наудачу написанная 
композиция (1) является одним из 
шести перечисленных самосовмеще- 
ний. Каким же именно? 

Разумеется, этот вопрос легко ре- 
шить чисто геометрически: 
проделайте с исходным треугольни- 
ком по очереди все указанные само- 
совмещения (не забудьте только, что 
запись / о § означает: сначала со- 
вершается потом /!) и посмотрите 
на конечное положение треугольника. 

Для наших целей существенно, 
что этот же вопрос можно решить при 
помощи некоторого алгебраи- 
ческого вычисления. 

Легко проверить, что 

5 . /? = /? • Я- 3, 

Я°Я - Я = Е, (2) 

3 •> 3 — Е. 

Кроме того, в любой композиции 
самосовмещений тождественное ото- 
бражение Е можно опускать. 

Поскольку нам предстоит срав- 
нительно длинная выкладка, да- 
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вайте со знаком композиции о об- 
ходиться как с точкой при умноже- 
нии: не будем этот знак писать. Ра- 
венства (1), (2) примут тогда вид 

X = 55Я5Я5Я55Я, (3) 

5Я = ЯЯ5, 

Я/?/? = Е, (4) 

55 = Е. 

Композицию X можно преобразовать 
так: 

X = 55Я5Я5Я55Я - 
= (55)Я(5Я)(5Я)(55)Я = 

= ^Я(ЯЯ5)(/?Я5)ЕЯ = 

= /?(/?Я5)(/?/?5)Я = 

= (/?/?Л)(5Д)/?(5Я) = 

- Я(/?/?5)/?(/?Я5) = 

= (/?/?5)/?(#/?5) = /?/?5(/?/?/?)5 = 

=Я#5Е5= #/?55 = /?#(55) = 

= ККЕ = /?/?. 

Ассоциативные исчисления 

В только что проведенной выкладке 
мы фактически имели дело со словами 
(см. первый абзац статьи). 

В предыдущем разделе буквы /? и 
5 имели смысл: они обозначали впол- 
не конкретные объекты — некоторые 
самосовмещения. Сейчас мы займем- 
ся изучением абстрактных 
букв и слов — букв и построенных 
из них слов, которые ничего не обо- 
значают. (Впрочем, ниже мы еще вер- 
немся к примеру из предыдущего 
раздела.) 

Исходный набор букв, из которо- 
го строятся слова, называется ал- 
фавитом. Число букв в слове назы- 
вают его длиной. 

Пусть наш исходный алфавит со- 
стоит всего из двух букв: {а, Ь). 
Тогда существуют 4 слова длины 2: 
аа, аЬ, Ьа, ЬЬ; 8 слов длины 3 и т. д. 
Разрешается говорить и об «однобук- 
венных» словах, словах длины 1; 
их всего два: а и Ь. Удобно считать, 
что существует также слово, не со- 
держащее букв — пустое слово. Пу- 
стое слово — это аналог пустого мно- 
жества. Его обозначают греческой 
буквой Л. Длиной его, конечно, 
считают число 0. 

Наши «правила игры» будут иметь 
такой вид: 

ос<-»р, (5) 


Рис. 6. 
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Рис. 7. 

где а и Р — некоторые слова. Пра- 
вило (5) означает, что в любом слове 
можно вместо а подставить слово р 
и вместо Р — слово а. Правила вида 

(5) называются подстановками. 

Рассмотрим для примера подста- 
новку: 

аЪаЬ+-*ЬЬ. (6) 

В слово у—аЬаЬаЬЬаЬаЬЬ слово аЬаЬ 
входит в трех местах (рис. 6) или, как 
говорят в математике, имеет три вхож- 
дения. Слово ЬЬ имеет в слово у два 
вхождения (рис. 6). Однократ- 
ным применением подстановки (6) 
из слова у можно получить 5 слов 
(рис. 7). К слову аЬааЬ подстановка 

(6) неприменима: в него не входят ни 
левая, ни правая части этой подста- 
новки. 

Когда мы вычисляем ((10+2) X 
X (8— 3)) : (15— 3) = (12 5): 12 = 

= 60:12 == 5, мы, по существу, при- 
меняем подстановки (10 -+-2) <—► 12, 
(8 — 3)«-*5, (12-5) <->60 и т. п. 

Подстановка вида 

<х<— »Л (7) 

означает, во-первых, что в любом 
слове вместо а можно «подставить 
пустое слово», т. е. попросту выбросить 
вхождение слова а. Если, например, 
подстановку 

ЬЬ~А (8) 

применить таким образом ко вто- 
рому вхождению слова ЬЬ в слово 
у, получится слово аЬаЬаЬЬаЬа. Под- 
становка вида (7) означает, во-вто- 
рых, что в любом слове между любы- 
ми двумя буквами можно «вставить» 
слово а: естественно считать, что пус- 
тое слово входит между любыми бук- 
вами. Кроме того, применяя подста- 
новку (7) «справа налево», можно, 
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конечно, «приписать» слово а как 
впереди, так и позади любого слова. 
Таким применением подстановки (8) 
можно из того же слова у получить 
6 слов (почему?). 

Чтобы задать «игру», надо фикси- 
ровать некоторый конечный набор 
подстановок. Такой набор (вместе с 
алфавитом) в математической логике 
называется ассоциативным исчисле- 
нием. 

Два слова называются смежными 
в данном ассоциативном исчислении, 
если одно из них можно получить из 
другого однократным применением 
какой-нибудь из подстановок этого 
исчисления. Два слова, бит], назы- 
ваются эквивалентными в данном 
исчислении, если их можно «соеди- 
нить» цепочкой смежных слов, т. е. 
если существуют такие слова р х , 
р 2 , .... р п , что в цепочке б, р 1( р 2 ... 
..., р п , ті каждое слово смежно со 
своими соседями. Эквивалентность 

( слов б, мы будем обозначать так: 
б ~ Т]. 

Разумеется, смежные слова эк- 
вивалентны. 


Пример 1 

Рассмотрим в алфавите {а, Ь} ас- 
социативное исчисление с подстанов- 
ками 

Ьа*-*ааЬ , 

ааа Л, (9) 

ЬЬ <-> Л. 

Какие слова в этом исчислении эк- 
вивалентны? 

Например, ааЬаЬЬааааЬа ~ а, 
поскольку в цепочке ааЬаЬЬааааЬа, 
аа Ьааааа Ьа, ааЬааЬа, аааа Ьа Ъа , 


иЬаЬа, аааЬЬа, ЬЬа, а каждое слово 
смежно со своими соседями. 

А нельзя ли указать способ, как 
для любых двух слов в нашем алфа- 
вите узнавать, эквивалентны они или 
нет? 

Сравнение равенств (4) с подста- 
новками (9) подсказывает такой спо- 
соб. Рассмотрим равносторонний тре- 
угольник АВС и его самосовмещения 
В, 5 (с. 2). 

Для любого слова а обозначим че- 
рез Т а композицию элементарных 
самосовмещений В и 5, получающую- 
ся в результате замены в слове а 
буквы а на В и буквы Ь — на 5. 
Например, Т Ьа =8В, Т аЬаа =В5ВВ. 

Поскольку в композиции самосов- 
мещений тождественное отображение 
Е можно не писать, положим по оп- 
ределению Т а =Е. 

Каждая композиция элементар- 
ных самосовмещений может, очевид- 
но, быть записана в виде Т а , где а — 
некоторое слово. 

Таким образом, мы получили не- 
которое соответствие между мно- 
жеством всех слов в алфавите {а, Ь} 
и множеством самосовмещений. Это 
соответствие не является обратимым: 
различным словам может соответство- 
вать одно и то же самосовмещение. 
Например, Т Ьа = ЗВ = ВВЗ = 
= Т ааЪ (ср. рисунки 5 и 8). 

Способ, который мы хотим пред- 
ложить для установления эквива- 
лентности произвольных слов, ос- 
новывается на трех «китах»: 

(А) Левой и правой части каждой 
из подстановок исчисления соответ- 
ствует одно и то же самосовмещение'. 

Тъ а — Т ааЬ , 

Т а аа = Тл, 

Тьь = Т А . 




(Б) Любое слово эквивалентно в 
нашем исчислении одному из шести 
слов: А, а, Ь, аа, аЬ, ааЬ. 

(В) Любым двум из слов А, а, 
Ь, аа, аЬ, ааЬ соответствуют раз- 
ные самосовмещения. 

Прежде всего установим верность 
утверждений (А) — (В). 

Утверждение (А) вытекает из ра- 
венств (4). Утверждение (В) проверя- 
ется геометрически: по- 

действуем на исходный треугольник 
самосовмещениями Т А , Т а , Т ь , Т аа , 
Т аЬ , Т ааЬ и увидим, что получаются 
разные результаты (см. рисунки 1 — 3, 
9, 4 и 8). 

(Б) доказывается посложнее. 
Пусть а — произвольное слово. При- 
менив к нему нужное число раз пер- 
вую из подстановок (9), мы «перего- 
ним» все а в начало. Таким образом, 
слово а эквивалентно слову вида 

е Р =аа . . . аЬЬ . . . Ь 

к і 

(к ^ О, / зг 0). Если / четно, то, 
применив к р нужное число раз 
третью из подстановок (9), мы можем 
«уничтожить» в Р все Ь. В этом слу- 
чае р, а значит, и а, эквивалентно 
слову вида 

у' — аа ... а . 

к 

В зависимости от остатка деления 
числа к на 3 (он равняется 0, 1 или 2) 


слово у' при помощи второй из под- 
становок (9) преобразуется в одно из 
слов Л, а, аа. Если же I нечетно, 
то р и а эквивалентны слову вида 

у" = аа . . . аЬ. 

к 

В зависимости от того же остатка сло- 
во у" переводится в одно из слов Ь, 
аЬ, ааЬ. 

Из (А), очевидно, следует, что 
смежным словам соответствует одно 
и то же самосовмещение. Значит, это 
верно и для эквивалентных слов: 
а ~ Р => Т а = Гр. (10) 

Из (Б), (В) и (10) мы получим обрат- 
ное утверждение: 

Г а = 7 Р а ~ р. (11) 

Пусть Т а = Гр. В силу (Б) каждое 
из слов а, Р эквивалентно одному из 
слов Л, а, Ь, аа, аЬ, ааЬ. Положим 
а ~ а', Р ~ Р', где а', Р' €= {Л, а, 
Ь, аа, аЬ, ааЬ). Из (10) Т а > = Т а и 
Т ѵ — Т р. Учитывая Т а = Т р , по- 
лучаем Т а - = Т р>. Тогда из (В) а г = 
= Р'. Следовательно, а ~ р. 

Из (10) и (11) вытекает 

<х~роГ а = 7у (12) 

Просмотрите еще раз доказатель- 
ство утверждения (12) и вы убеди- 
тесь, что это доказательство опира- 
ется только на (А) — (В). После то- 
го, как (А) — (В) установлены, даль- 
нейшее обращение к подстановкам 
исчисления не нужно. 



Рис. 10. 
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Рис. 11. 


Теперь, после установления (12), 
мы можем наконец предложить обе- 
щанный способ: пусть надо испытать 
на эквивалентность слова а и Р; 
подействуйте на треугольник АВС 
самосовмещениями Т а и если по- 
лучите одинаковый результат, то 
Т а = Т р и, значит, в силу (12) а и Р 
эквивалентны; в противном случае, 
опять в силу (12) они неэквивалентны. 

Пример 2 

Рассмотрим теперь в том же алфави- 
те {а, Ь) ассоциативное исчисление с 
подстановками: 



[ Ьа, 

аа <-► А, 

[ ЬЬ «-» А. 

(13) 

Для этого исчисления легко 

указать 

два способа 

распознавания 

эквива- 

лентности. 



Первый 

способ 


Данный способ аналогичен 

способу 

из примера 1. 

Фиксируем на 

плоско- 


сти какой-нибудь прямоугольник 
АВСй (рис. 10). Обозначим через 
5, осевую симметрию плоскости с 
осью ОМ, проходящей через центр 
симметрии прямоугольника О парал- 
лельно стороне АВ (рис. 11); через 
5 2 обозначим осевую симметрию с 
осью ОіѴ (рис. 12). Обе эти симметрии 
являются самосовмещениями исход- 
ного прямоугольника. Самосовме- 
щения 5і и 5 2 мы будем называть 
элементарными. 

Как и в примере 1, рассмотрим 
всевозможные композиции элемен- 
тарных самосовмещений. 

На этот раз самосовмещение Т а 
мы будем получать из слова а заме- 
ной буквы а на 5ц буквы Ь — на 5 2 . 

Опять выполняются три «кита»: 

(А) Левой и правой части каждой 
из подстановок исчисления соответ- 


ствует одно и то же самосовмещение : 



(Б) Любое слово эквивалентно в 
нашем исчислении одному из четырех 
слов : А, а, Ь, аЬ. 

(В) Любым двум из слов Л, а, 
Ь, аЬ соответствуют разные само- 
совмещения. 

Из (А) — (В), как и выше, вы- 
водится 

а ~ Р <=> Т а = Т$: 

Значит, эквивалентность произволь- 
ных слов а, р устанавливается, как 
в примере 1- подействуйте на пря^ 
моугольник АВСй преобразованиями 
Т а и 7у, если получим одинаковый 
результат, то а ~ р; иначе аир 
не эквивалентны. 

Второй способ 
Присмотревшись к подстановкам (13), 
можно подметить, что они сохраняют 
четность как числа букв а, так и 
числа букв Ь. 

Как мы знаем из (Б), любое слово 
эквивалентно в нашем исчислении 
одному из эталонных слое А, а, Ь, аЬ. 

Поскольку у любых двух эталон- 
ных слов либо четности числа букв 
а, либо четности числа букв в раз- 
личны (см. рис. 13), эталонные слова 
попарно не эквивалентны. 

Следовательно, эквивалентность 
произвольных слов а, р распознается 
просто: применяя подстановки (13), 
найдите эталонные слова, эквива- 
лентные словам а и Р (как это дела- 
ется, рассказано при доказательстве 
(Б) из примера 1); если аир окажут- 
ся эквивалентными одному и тому же 
эталонному слову, то а ~ Р; в про- 
тивном случае а и Р не эквивалентны. 

На языке статьи А. Толпыго «Инвариан- 
ты» («Квант», 1976, № 12) второй способ мо- 
жет быть изложен так: для любого слова 



л 
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Рис. 12. 


Рис. 13. 
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а положим 

О, если число букв а в слове а 
четно, 

1 в противном случае; 

О, если число букв Ь в слове а 
. четно, 

1 в противном случае. 

Функции / х , / 2 образуют полную систему ин- 
вариантов. Поэтому эквивалентность про- 
извольных слова, р распознается так: посчи- 
тайте значения функций и / 2 на а и Р; 
если равенства 

/,(«) = Л (Р). 

Іг («) = и (Р) 
будут выполнены, а~Р; в противном случае 
а и Р не эквивалентны. 

Попробуйте решить задачу из при- 
мера 1 вторым способом, т. е. при 
помощи инвариантов. Это намного 
труднее, чем в примере 2. 

Алгоритм существует не всегда 

Проблема отыскания способов для ус- 
тановления эквивалентности слов в 
ассоциативных исчислениях была по- 
ставлена в 1914 году норвежским ма- 
тематиком Туэ. Сам Туэ указал такие 
способы для ассоциативных исчисле- 
ний некоторого специального вида. 

В 1946 и 1947 годах советский 
математик Андрей Андреевич Мар- 
ков и американский математик Эмиль 
Пост независимо построили ассоциа- 
тивные исчисления, для которых та- 
кого способа не существует. 

До сих пор в нашей статье мы 
избегали слова «алгоритм». В мате- 
матике алгоритмом называют точ- 
ное предписание для решения неко- 
торого класса задач. Эту фразу ни в 
коем случае нельзя рассматривать 
как определение понятия ал- 
горитма — ведь слова «точное пред- 
писание» не являются каким-то мате- 
матическим термином, не имеют одно- 
значного смысла. 

До тех пор, пока математики зани- 
мались построением конкретных ал- 
горитмов, они обходились тем рас- 
плывчатым описанием этого понятия, 
которое дано выше. Но в первые де- 
сятилетия XX века накопилось много 
классов задач, для которых алгоритма 
найти не удавалось. Математики на- 
чали подозревать, что дело не в не- 
достатке у них смекалки. Им пришла 
в голову мысль: а вдруг для того или 


иного класса задач просто невоз- 
можно найти алгоритм? А если его 
просто не существует? 

Для того чтобы доказать, что ал- 
горитма не существует, уже недоста- 
точно расплывчатого понятия, надо 
это понятие уточнить. Такое уточне- 
ние и было проделано в середине трид- 
цатых годов нашего века *). 

Лишь после этого уточнения стало 
в принципе возможно доказы- 
вать несуществование алгоритма. 
Первое доказательство такого рода 
дал американский логик Алонзо Черч. 

Исчисления, построенные А. А. 
Марковым и Э. Постом, были весьма 
громоздкими: они содержали сотни 
подстановок. Математики стали ис- 
кать более простые примеры ассоциа- 
тивных исчислений с неразрешимой 
проблемой эквивалентности. В этом 
направлении рекорд поставил Гри- 
горий Самуилович Цейтин: он по- 
строил такое исчисление всего с 7 под- 
становками **). 

Цейтин доказал, что для исчисле- 
ния в алфавите {а, Ь, с, й, е} с под- 
становками 

ас^са, 
асі <-» сіа, 

Ьс <-> сЬ , 

Ьсі^йЬ, 
еса «-> ае, 
еіЬ <-> Ъе, 
аЬас *-* аЬасе 

алгоритма распознавания 
лентности слов не существует. 

Интересно, что исчисления с раз- 
решимой и исчисления с неразреши- 
мой проблемой эквивалентности «ле- 
жат рядом». В брошюре Б. А. Трах- 
тенброта «Алгоритмы и машинное ре- 
шение задач» (Москва, Физматгиз, 
1960) исчисление Цейтина было приве- 


*) Об этом можно прочесть в §§ 7, 13 
брошюры Б. А. Трахтенброта «Алгоритмы 
и вычислительные автоматы» (Москва, «Со- 
ветское радио», 1974) и на с. 9 — 13 книги 
«Машины Тьюринга и рекурсивные функции» 
(Москва, «Мир», 1972). 

**) Его рекорд вспоследствии перекрыл 
Юрий Владимирович Матиясевич, построив- 
ший такое исчисление с тремя подстановками. 
К сожалению, они слишком длинны, чтобы 
их здесь привести. 


/і («) = 
/* («) = 


(14) 


эквива- 
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дено «всего» с одной опечаткой: по- 
следняя подстановка в (14) была на- 
печатана в виде аЬас «-» аЬасс. Чи- 
татель Г. Н. Спиридович из Ленин- 
града, не поверив на слово автору 
брошюры, нашел для «искаженного 
исчисления Цейтина» искомый ал- 
горитм. А вы могли бы? 

Задачи 

1. Построить алгоритм, распознающий 
эквивалентность слов, для ассоциативного 
исчисления в алфавите ]а! с единственной 
подстановкой 

а а *—* А. 

2. Та же задача для исчисления в алфа- 
вите [а, Ь) с подстановками 

аааа «-> А, 

ЬЬ ~ А . 
иЬчЬ <— А . 

3. Та же задача для исчисления в алфа- 
вите (о. Ь\ с подстановками 

| шиши «-» А. 

ЬЬ ~ А. 

| иЬиЬ <-* А. 

4. Та же задача для исчисления в алфа- 
вите {а, Ь. с\ с подстановками 

I аа — * А, 

ЬЬ — А, 
сс <->■ А, 
аЬ — « с, 
ас <— Ь, 

Ьа ~ с, 
са *-* Ь, 
сЬ *-» а. 

5. Построить ассоциативное исчисление 
с неразрешимой проблемой эквивалентности 
с 7 подстановками в двухбуквенном алфавите. 
Указание. Разрешается воспользоваться 
тем, что для исчисления Цейтина (с. 8) 
проблема эвивалентности неразрешима. 

6. Имеется число п, в записи которого 
нет нулей. Если в нем стоят рядом две одина- 
ковые цифры или два одинаковых двузначных 
числа, то их разрешается вычеркнуть. Наобо- 
рот. в любое место разрешается вставить две 
одинаковые цифры или два одинаковых двуз- 
начных числа. Доказать, что, комбинируя 
эти операции, можно получить число, мень- 
шее 10». (Эта задача, придуманная Г. Гальпе- 
риным, предлагалась на XXXIX Москов- 
ской математической олимпиаде.) 


Задачи 

наших читателей 


1. Среди 15 одинаковых 
по виду шариков имеется 
один «бракованный», отлича- 
ющийся от всех остальных 
по весу, и один отмеченный 
«стандартный». 

Как найти «бракован- 
ный» шар не более чем тре- 
мя взвешиваниями на чашеч- 
ных весах (без гирь)? 

М. Караджян 
(г. Степанаван) 

2. Прямые, проходящие 
через основания высот ВВ п 
и СС,, треугольника АВС, 
параллельны стороне ВС и 
пересекают стороны А В и 
С А (или их продолжения) 
соответственно в точках С, 
и В,. Докажите, что 


а) 

б) 


| В п С, | • | В,С„| = 

= I В„С 0 |*; 
13,6,1*= |В 0 3, |* + 
+ | С„С, |* + | В и С„ |*. 

У. Алла 
(г. Выру) 


3. Доказать неравенства 


1 .71 < 1 + 2] + зі 4" 


3 ! 


+ ...+-'-<1.72. 

С. Берколайко 
(с. Котово 
Белгородской обл) 

4 . Решить уравнения 

а) х 5 = ууух\ 

б) (х + у )- =х у, 

X 

в) (хх)- — угі ~2~ . 

И ■ Михалкович 

(Минская обл ) 

5. В тетраэдре А ВС О 
точки А', В', С', О' — цент- 
ры окружностей, описанных 
около граней ВСО, СОА, 
ОАВ, АВС соответственно. 
Докажите, что перпендикуля- 
ры, опущенные из вершин 
А, В, С, О соответственно 
на плоскости В'С'О'. 
СО'А', й' А’ В’ , А'В'С, 
пересекаются в одной точке. 

Нгуен Конг Кеи 
(г. Ханой) 
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А. В и реки й 

Этот 

удивительный 

эллипсоид 

Эллипсоид представляет собой по- 
верхность, получающуюся вращени- 
ем эллипса вокруг прямой, проходя- 
щей через его фокусы. Покроем его 
изнутри зеркальным слоем. Эта зер- 
кальная поверхность обладает очень 
интересными свойствами. Самое из- 
вестное из них такое: если в одном из 
фокусов находится точечный источник 
света, то все лучи после отражения от 
стенок эллипсоида проходят через 
второй фокус *). 

Здесь мы хотим познакомить вас 
еще с одним замечательным геомет- 
рическим свойством зеркального эл- 
липсоида. Вот в чем оно состоит. 

Если в один из фокусов эллипсоида 
поместить точечный источник света 
и произвести « мгновенную » вспышку , 
то через некоторое время после мно- 
гократных отражений от идеальной 
зеркальной поверхности эллипсоида все 
лучи практически сконцентрируются 
вдоль его большой оси. 

Для простоты рассуждений рас- 
смотрим не эллипсоид в трехмерном 
пространстве, а эллипс на плоскости. 
Предварительно напомним определе- 
ние и основные параметры эллипса. 
Согласно одному из определений, эл- 
липс — это геометрическое место 
точек, сумма расстояний которых до 
двух данных точек (называемых фоку- 
сами эллипса) есть величина постоян- 


*) См., например, статью В. Болтян- 
ского «Оптические свойства эллипса, ги- 
перболы и параболы», «Квант», 1975, № 12. 


ная. В соответствии с принятым обо- 
значим расстояние между фоку- 
сами через 2с, длину большой оси 
эллипса — через 2 а, малой — через 
2 Ь (см. рисунок). Легко показать, что 
а 2 = Ь 2 с 2 . Степень вытянутости 
эллипса характеризуется его экс- 
центриситетом е = . 

Предположим, что эллипс пред- 
ставляет собой зеркальную кривую. 
Пусть в какой-то момент произошла 
«мгновенная» вспышка источника све- 
та, помещенного в фокусе А. Рассмот- 
рим луч АМ, составляющий с боль- 
шой осью эллипса угол а 1 . После пер- 
вого отражения (в точке М) он про- 
ходит через второй фокус В, отра- 
жается от эллипса вторично (в точке 
АО, снова попадает в первый фокус и 
выходит оттуда уже под углом а 2 
к большой оси. Непосредственно 
из построения уже видно, что 
а 2 >а 1 , то есть луч после двукрат- 
ного отражения как бы «прижался» 
к прямой АВ. 

Можно найти строгую зависимость 
между углами первичного направле- 
ния луча из фокуса А (оц) и вторич- 
ного направления луча (а 2 ) из того 
же фокуса после двукратного отра- 
жения от эллипса. Запишем два раза 
теорему косинусов для треугольника 
АМВ, используя обозначения на ри- 
сунке и соотношение г 2 "= 2а — г х : 

(2 а — л,) 2 = 

—г 2 .-\-( 2с) 2 — 4т,ссо5а 1 , (1) 

г | = (2 а т 1 ) 2 -(- 

4- (2с) 2 — 4(2а — г х )с соз а (2) 

Определим г г из первого уравнения и 
подставим его значение во второе. 
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Т аблица 


Тогда получим 

• 2ас — (а 2 -4- с 2 ) соз а . 

С05(Х| = 77 т - 2 =, 

а 2 + с 2 — 2ассо$а, 

2е — (1 е 2 ) со 5 оь, ,«4 

~ 1 + е 2 — 2есо$а, • ' ' 

Аналогичное соотношение можно за- 
писать для углов а] и а’ из треуголь- 
ника АЬІВ. Учитывая, что а г = 
= л — а" ( и а' = я — а’, и ис- 
пользуя соотношение (3), получим 

С05 <Х 2 = С05 (Я — <Х| ) = — С05 <Х| = 

2е — (1 + е 2 ) со5 а, 

1 +6* — 2е сое а , 

2е + (1 + е 2 ) со5 а, 

1 Ч- е 2 2е созо^ 

_ 4е ( 1 -і- ь- 2 ) — |4е 2 + (1 + е 2 )| соз а, ... 

4е 2 + (1 + е 2 ) 2 — 4е (1 + е 2 ) соза,' ' ' 

Пользуясь выражением (4), не- 
трудно показать, что для любых а! 
таких, что 0< а, < я (ограничимся 
рассмотрением только верхней полу- 
плоскости), 

соз а 2 С соз а,, иа,> а 4 . 

Можно было бы продолжить рассмот- 
рение хода луча АМ и найти выраже- 
ния для соответствующих углов а 3 , 
а 4 , ..., а п . Однако мы предоставим 
читателю проделать это самостоятель- 
но. Заметим лишь, что в общем слу- 
чае, при многократных отражениях, 
справедливо соотношение 

а х < а., < а 3 < ... < а„. 

С увеличением эксцентриситета е 
«сходимость» лучей ускоряется. 

В приведенной ниже таблице даны 
в качестве примера результаты рас- 
четов для углов а 2 , а 3 и а 4 в зависи- 
мости от угла а,. Эксцентриситет эл- 
липса г = 0,5. Из таблицы видно, что 
уже после третьего цикла отражений 
почти все лучи «выстраиваются» вдоль 
большой оси эллипса. 

Аналогичные рассуждения можно 
провести для зеркального эллипсои- 
да. Можно рассмотреть и более слож- 
ные задачи, например, когда источ- 
ник света находится в произвольной 
точке внутри эллипсоида или когда 
каждая точка внутренней поверх- 
ности эллипсоида является излуча- 
телем. 
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В начале статьи мы назвали рас- 
сматриваемое свойство зеркального 
эллипсоида интересным геометриче- 
ским свойством. Но тот факт, что 
почти все лучи «выстраиваются» вдоль 
большой оси эллипсоида, означает, 
что световая энергия почти вся кон- 
центрируется в одном направлении. 
Может быть, это можно использо- 
вать практически? 

Заметим, однако, что необходимые 
для этого условия — идеально отра- 
жающая зеркальная поверхность эл- 
липсоида и «мгновенная» вспышка — 
практически неосуществимы. Осо- 
бенно сложно выполнить второе ус- 
ловие. Действительно, время вспыш- 
ки т должно быть хотя бы меньше 
времени прохождения светом пути 

АМВ\ т < Г| + г * = — . Поскольку 
С 0 С 0 

скорость света в вакууме с 0 = 
— 3-10* м/сек, то при разумных раз- 
мерах эллипсоида (а ~ 1 м) т < 
< 10 -8 сек. Так что рассмотренная 
задача пока представляет чисто тео- 
ретический интерес. 


И 
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Десятичные дроби, позволяющие 
вести вычисления с дробями так же, 
как с целыми числами, занимают 
одно из первых мест среди «китов», 
на которых опирается наша техни- 
ка арифметических вычислений. 
Современные представления о деся- 
тичных дробях сложились постепен- 
но. Изобретение десятичных дробей 
нельзя приписать какому-нибудь 
одному человеку: их история слож- 
на и запутана. На протяжении XV 
и XVI веков многие ученые Европы 
использовали их отдельные свойст- 
ва. Математики стран Ближнего 
Востока, Средней Азии и Северной 
Африки фактически касались деся- 
тичных дробей еще в XI — XIII веках. 

Сильно запутана история и «де- 
сятичного знака», служащего для раз- 
деления целой и дробной частей числа 
в десятичных дробях. 

Мы хотим познакомить читателей 
«Кванта» с историей развития «деся- 
тичного знака». На примере числа 

14 мы покажем, как изобража- 

лись десятичные дроби в XVI — XVII 
веках — см. таблицу на с. 13. 

В этой таблице встречаются и зна- 
менитые имена, и имена, известные 
лишь узкому кругу специалистов по 
истории математики. Далее мы при- 
ведем короткие биографические справ- 
ки о некоторых упоминающихся 
здесь людях. 

Франсуа Виет де ла Биготье 
(1540 — 1603) был юристом и советни- 


ком у французских королей Генри- 
ха III и Генриха IV. Математикой 
он занимался «в свободное от работы 
время». Виет внес значительный вклад 
во все области современной ему мате- 
матики, нО особенно велики его за- 
слуги в развитии алгебры: он был 
первым, кто начал употреблять ал- 
гебраическую символику. (Впрочем, 
его символика не получила широкого' 
распространения. Современная ал- 
гебраическая символика в основном 
ведет свое начало от «Рассуждения о 
методе» Р. Декарта (1637 г.).) В одной 
из его первых книг «Математические 
таблицы», опубликованной в 1579 го- 
ду в Париже, автор говорит о преиму- 
ществах десятичных дробей при вы- 
числениях и сам широко их исполь- 
зует. 

Выдающийся фламандский уче- ѵ 
ный Симон Стевин (1548 — 1620) — 
один из «универсальных гениев» эпо- 
хи Возрождения. Труды Стевина 
посвящены самым разнообразным во- 
просам современных ему математики, 
механики и физики. Но наибольшую 
славу ему принесла' небольшая книж- 
ка «Десятая», изданная в 1585 году в 
Лейдене. В 'ней автор выступил попу- 
ляризатором десятичных дробей. Под- 
робно поясняя технику выполнения 
арифметических операций с десятич- 
ными дробями, он всячески подчер- 
кивает простоту излагаемого мате- 
риала: «...Может же недалекий умом 
деревенский медведь по счастливой 
случайности набрести на дорогой 
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клад, не применив при этом никакой 
учености!». «Десятая» получила ши- 
рокую известность в Европе. На 
французский язык она была переве- 
дена в том же 1585 году самим авто- 
ром. На английском языке она появи- 
лась в 1608 году. 

Джованни Антонио Маджини 
(1555 — 1617) был профессором уни- 
верситета в Болонье. Он использо- 
вал «десятичную запятую» в табли- 
цах своей книги «Плоские треуголь- 
ники», изданной в 1592 году в Ве- 
неции. 

Швейцарец Ноет Бюрги (1552— 
1632) был сначала часовщиком и ме- 
хаником, помогал строить и ремон- 
тировать астрономические инстру- 
менты, а затем помогал Кеплеру в 
обработке астрономических наблюде- 
ний и других вычислениях. В 1592 го- 
ду он составил таблицу синусов и на- 
писал руководство по арифметике. 
В них он систематически применял 
десятичные дроби. В 1616 году Кеп- 
лер писал о нем: «... так как часто 
будут получаться дроби, а мне же- 
лательно пользоваться короткими 
числами, то заметь, что все цифры, 
стоящие после знака о, принадле- 
жат дроби в качестве числителя, зна- 
менателя же к ней не пишут, но он 
всегда есть круглое десятичное число 
со столькими нулями, сколько цифр 
стоит после знака ... Такой вид вы- 
числений с дробями придумал Ноет 
Бюрги ... Благодаря этому, с целыми 
числами и с дробью при всех основ- 
ных действиях можно обращаться как 
с одним числом». 

В 1603 году франкфуртский врач 
Иоганн Гартман Бейер (1563 — 1625) 
выпустил сочинение «Десятичная ло- 
гистика», где писал: «... я обратил 
внимание на то, что техники и ремес- 
ленники, когда измеряют какую- 
нибудь длину, то очень редко и лишь 
в исключительных случаях выражают 
ее в целых числах одного наименова- 
ния; обыкновенно им приходится или 
брать мелкие меры, или обращаться к 
дробям; точно так же астрономы из- 
меряют величины не только в гра- 
дусах, но и в долях градуса, т. е. 
минутах, секундах и т. п.; но мне ка- 
жется, что их деление на 60 частей не 
так удобно, как деление на 10, на 
100 частей и т. д., потому что в по- 
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следнем случае гораздо легче скла- 
дывать, вычитать и вообще произво- 
дить арифметические действия; мне 
кажется, что десятичные доли, если 
бы их ввести вместо шестидесятерич- 
ных, пригодились бы не только для 
астрономии, но и для всякого рода 
вычислений». 

Немецкий священник Бартоло- 
мей Питиск (1561—1613) известен 
в истории математики как автор не- 
скольких книг по тригонометрии и 
обширных тригонометрических таб- 
лиц. Именно он первый предложил 
термин «тригонометрия». 

Имя великого ученого — астроно- 
ма, физика и математика — Иоганна 
Кеплера (1571 — 1630) известно сей- 
час любому школьнику. При иссле- 
довании движения планет ему при- 
ходилось проводить колоссальную вы- 
числительную работу и он пользовал- 
ся десятичными дробями, о которых 
узнал от Бюрги. 

Шотландский барон Джон Непер 
(1550 — 1617) знаменит как изобрета- 
тель логарифмов и «палочек Непе- 
ра» — простого приспособления для 
умножения многозначных чисел *). 
В книге «Рабдология», вышедшей в 
1617 году незадолго до его смерти, он 
использовал десятичную запятую. В 
другой своей книге «Построение уди- 
вительной таблицы логарифмов», вы- 
шедшей после его смерти, но написан- 
ной много раньше, он рекомендует 
использовать десятичную точку. 

Профессор математики и астроно- 
мии в Лондоне и Оксфорде Генри 


*) «Квант», 1975, № 2, с. 42. 


Бриггс (1561 — 1631) совместно с Не- 
пером разработал систему десятичных 
логарифмов и выпустил первые табли- 
цы их. 

Английский математик Уильям 
Отред (1575 — 1660), изобретатель пер- 
вых логарифмических линеек, был в 
течение 50 лет приходским священни- 
ком и обучал желающих математике. 
Обозначать умножение «косым крес- 
том» X впервые предложил он. 

Хотя «знаковая фантазия» не ис- 
сякла еще и в XVIII веке, основная 
борьба велась уже между десятичной 
точкой и десятичной запятой. Как 
видно из нашей таблицы, эти знаки по- 
явились почти одновременно. Непер, 
колеблясь между ними, использовал 
оба знака. Со времени появления 
«Новой арифметики» Г. Бёклера 
(1661 г.) в математических книгах, 
издаваемых в Германии, укоренилась 
десятичная запятая. Постепенно она 
прочно утвердилась в континенталь- 
ной Европе, тогда как в англоязыч- 
ных странах предпочитают десятич- 
ную точку, причем в Англии ее сей- 
час ставят в середине строки: 14-382, 
а в США — внизу: 14.382. (В ка- 
честве знака умножения в англоязыч- 
ных странах обычно применяют «ко- 
сой крест» X .) 

В последние 10 — 15 лег, под влия- 
нием алгоритмических языков про- 
граммирования, десятичная точка 
стала постепенно теснить десятичную 
запятую. Поскольку в них принята 
именно десятичная точка, а для ум- 
ножения «косой крест», люди, свя- 
занные с программированием, — а та- 
ких становится все больше и боль- 
ше — предпочитают эту систему обо- 
значений. 


16 карточек 


На шестнадцати квадратных карточках написаны слова: 


БАРИН 

БУРКА 

РОЛИК 

САТИН 


БИ РКА 
КЛОУН 
РУБКА 
С II Л О К 


Б У Л К А 
К О Л Б А 
РИСКА 
СУКНО 


Б У Р А 1 1 
Л У II к А 
С А Л О Н 
СУРОК' 


Расположите эти карточки в виде квадрата таким образом, чтобы в любых четырех 
словах, стоящих на одной вертикали, горизонтали или диагонали квадрата, встречалась 
бы общая буква. 

Л. Мочалов 
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Лаборатория «Кванта» 



Е. Пономарев 


Опыты 

для изучения 

реактивного 

движения 


В прошлом учебном году ученик 8 класса 
средней школы № 82 поселка Черноголовка 
Московской области Евгений Пономарев под 
руководством учителя физики В. А. Орлова 
проделал очень интересную работу по экспе- 
риментальному исследованию реактивного 
движения. В публикуемой статье автор рас- 
сказывает о проделанной работе. 


Реактивным движением принято на- 
зывать движение, вызываемое реак- 
цией вытекающей струи жидкости 
или газа. Так движутся, например, 
ракеты. Горячие газы, образующиеся 
при сгорании топлива в двигателе 
ракеты, с большой скоростью выбра- 
сываются через отверстие .(сопло) в 
хвосте ракеты. Сила реакции выте- 
кающей струи газов сообщает ра- 
кете ускорение. Поскольку масса ра- 
кеты постепенно уменьшается (выго- 
рает топливо), модуль ускорения ра- 
кеты со временем изменяется. Как 
же в таком случае рассчитать ско- 
рость ракеты? 

Известный советский ученый 
К. Э. Циолковский теоретически вьк- 
вел формулу (ее теперь называют фор- 
мулой Циолковского), по которой 
можно определить скорость ракеты в 
любой момент работы ее двигателей. 
В частности, к моменту полного сго- 
рания топлива модуль скорости о, 
ракеты вычисляется по формуле 

М= |»*|1п (і + ^)- 

Здесь ѵ 2 — скорость вытекания про- 
дуктов сгорания относительно раке- 


ты, т 1 — масса самой ракеты 
(без топлива), т г — масса сгоревше- 
го топлива, Іп — натуральный лога- 
рифм *). 

Экспериментальную проверку 
этой формулы можно провести с по- 
мощью прибора для демонстрации ре- 
активного движения. Он представ- 
ляет собой модель, ракеты, которая 
продается в магазинах как игрушка 
и имеется в школьных кабинетах фи- 
зики. Кроме того, для опытов потре- 
буются весы рычажные лаборатор- 
ные и пружинные бытовые, секундо- 
мер, мензурка и велосипедный насос 
(рис. 1). 

Экспериментальная задача за- 
ключается в том, чтобы определить 

на опыте |у, | и сравнить его со зна- 
чением, рассчитанным по формуле 
Циолковского. 

Прежде всего в корпус ракеты за- 
ливается некоторое количество воды, 
а в сопло ракеты вставляется пуско- 
вое устройство со скобой, удерживаю- 
щей ракету. Затем в вертикально сто- 
ящую ракету через пусковое устрой- 
ство насосом накачивается воздух. 
При одергивании скобы сжатый воз- 
дух выбрасывает воду, и ракета, от- 
деляясь от пускового устройства, 
взлетает. 

Начальную скорость ракеты при 
строго вертикальном полете можно 


*) Для вычисления натурального лога- 
рифма некоторого числа а можно воспользо- 
1§ а 

ваться формулой Іп а = | , где ея=*2,71 

(см., например, «Алгебра и начала ана- 
лиза — 10»). 


Рис. 1. 
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найти по времени ее полета (: 

\Ѵг I = I? №. 

Если же ракета взлетела 'под некото- 
рым углом к горизонту и приземли- 
лась на расстоянии 5 от места за- 
пуска, то. 

М= Ѵы*№+т г - 

Заметим, что высота полета раке- 
ты в наших опытах достигала 30 м, 
так что запуск следует производить 
на открытом пространстве. 

Теперь задача сводится, по су- 
ществу, к определению скорости у 2 
истечения воды относительно ракеты. 

Для этого измеряется сила Р, с ко- 
торой водяная струя из сопла раке- 
ты ударяется в подставленную чашку 
пружинных весов. При ударе вода 
передает весь свой импульс чашке ве- 
сов, поэтому I/ 7 |Д/ = т 2 \ѵ 2 |, где 
Аі — время выброса воды, а масса 

выброшенной воды т 2 = р$ \ѵ 2 |ЛГ 
(р — плотность воды, 5 — площадь 
сечения сопла). Таким образом, 

Ы= V Й/(р5) . 

Для измерения силы удобно на ве- 
сы поставить дополнительную стрел- 
ку, которая не возвращается в пер- 
воначальное положение после удара 
воды и фиксирует максимальную си- 
лу удара. 

Поскольку измерения | и \ѵ 2 \ 
нельзя провести в одном и том же 
опыте, важно быть уверенным в том, 
что давление воздуха в ракете всегда 
одно и то же. Проще всего добиться 


одинаковости давлении, взвешивая ра- 
кету до накачивания ее воздухом и 
после того. Масса накачанного воз- 
духа (измеренная на лабораторных 
весах с точностью до 0,01 г) должна 
быть во всех опытах одной и той же. 

И еще одна тонкость. Непосред- 
ственно из формулы Циолковского 
следует, что скорость ракеты растет 
с увеличением массы воды («сгорев- 
шего топлива»). На опыте получает- 
ся, что, начиная с некоторого значе- 
ния т г , скорость ракеты уменьшает- 
ся при увеличении массы воды (рис. 2). 
Это кажущееся противоречие можно 
объяснить тем, что скорость вытека- 
ния воды ( \ѵ 2 |) зависит от ее массы. 
Так, при большом количестве воды 
объем сжатого воздуха в ракете за- 
метно увеличивается по мере выброса 
воды. Это приводит к уменьшению 
давления воздуха, а значит, и ско- 
рости вытекания воды. Оптимальное 
значение т 2 можно найти экспери- 
ментально. В наших опытах объем 
воды составлял 30 см 3 при объеме ра- 
кеты 140 см 3 . 

В заключение приведем резуль- 
таты одного из опытов: масса ракеты 
т, = 53,15 г, масса воды т 2 = 30 г, 
масса нагнетаемого воздуха т в = 
= 0,53 г, сечение сопла ракеты 5 = 
= 3,Ы0 -5 м г , сила удара струи 

\Р | = 29 н, экспериментально изме- 
ренная скорость ракеты \ѵ ІЯ |= 
= 14,7 м/сек, а рассчитанная по форму- 
ле Циолковского |у 1р | = 13,9 м/сек. 
Отсюда 

ІМ - - |с,,р| . 100% »5,4%, 

ІМ 

то есть формула Циолковского прове- 
\рена с вполне допустимой погреш- 
ностью измерений. 


Математический кружок 



В. Болтянский 

Шесть 
зайцев 
в пяти 
клетках 


«Ну зайцы, погодите!» 

Волк 


Согласитесь, что если в каждую клет- 
ку разрешается посадить не более 
одного зайца, то разместить шесть 
зайцев в пяти клетках не удастся, и 
вообще, ни для какого натурального 
п не удастся разместить п 4- 1 зай- 
цев в п клетках. Можно сказать и 
иначе: если в п клетках находится 
п - 1 или больше зайцев, то найдет- 
ся клетка, в которой сидит не менее 
двух зайцев. 

Обозначим зайцев символами 

р и ...,р п+1 , а клетки — <7, <7„. 

Тогда каждый способ рассадить зай- 
цев в клетки можно рассматривать 



Рис. 1. 


как некоторое отображение 
(рис. 1) множества Р = {р 1 ,..., 

Рп+і) в множество С} = {</, <7„}: 

зайцу Рі (; Р ставится в соответст- 
вие (в качестве его «образа») та клет- 
ка <7^ С), в которой этот заяц си- 
дит. Таким образом, сформулирован- 
ное выше утверждение о зайцах в 
клетках имеет следующий математи- 
ческий смысл: при любом отображе- 
нии множества Р, содержащего п 4- 1 
элементов, в множество С }, содержа- 
щее п элементов, найдутся два эле- 
мента множества Р, имеющие один 
и тот же образ. 

Это утверждение называется 
принципом Дирихле*). Его 
справедливость нетрудно дока- 
зать с помощью метода математи- 
ческой индукции. По неписаной тра- 
диции, математики всего мира, рас- 
сказывая о принципе Дирихле, 
разъясняют его смысл не рг языке 
множеств и отображений и не с каки- 
ми-либо другими предметами, а имен- 
но с зайцами и клетками. 

Принцип Дирихле, несмотря на 
его простоту и очевидность, очень 
часто используется при доказатель- 
стве теорем и решении задач. 

Пример 1 . Показать, что если 
прямая I, расположенная в плоскости 
треугольника АВС, не проходит ни 


*) Петер Густав Лежен Дирихле (1805— 
1859) — выдающийся немецкий математик; 
ему принадлежат основополагающие рабо- 
ты в теории чисел и других областях матема- 
тики. 
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через одну из его вершин , то она не 
может пересечь все три стороны тре- 
угольника. 

Полуплоскости, на которые пря- 
мая / разбивает плоскость треуголь- 
ника АВС, обозначим через с/, и < 7 .,; 
эти полуплоскости будем считать 
открытыми (то есть не содер- 
жащими точек прямой /). Вершины 
рассматриваемого треугольника (точ- 
ки А, В, С) будут «зайцами», а полу- 
плоскости < 7 , и <?., — «клетками». 
Каждый «заяц» попадает в какую- 
либо «клетку» (ведь прямая / не про- 
ходит ни через одну из точек А, В, С). 
Так как «зайцев» три, а «клеток» две, 
то найдутся два «зайца», попавшие 
в одну «клетку»; иначе говоря, най- 
дутся такие две вершины треуголь- 
ника АВС, которые принадлежат од- 
ной полуплоскости (рис. 2). Пусть, 
скажем, точки А ч В находятся в од- 
ной полуплоскости, то есть лежат по 
одну сторону от прямой /. Тогда от- 
резок Л В не пересекается с /. Итак, 
в треугольнике АВС нашлась сторо- 
на, которая не пересекается с пря- 
мой /. 

Пример 2. Доказать, что если 
имеется 100 целых чисел х ,,..., х х 0 о> 
то из них можно выбрать не- 
сколько чисел ( может быть, одно), 
сумма которых делится на 100 . 

Рассмотрим суммы 

5 і = *і> 

«г = *і + 


5 1 0 0 = Х 1 + Х і + ••• + Х 1 0 0 - 

Если хотя бы одна из этих сумм де- 
лится на 100 , то наша цель достигну- 
та. 



Допустим, что ни одно из чисел 

5 2 , ..., $ 10 о. не делится на 100. 
Эти числа будем считать «зайцами». 
За «клетки» же примемчисла 1, 2,... 
.... 99; Сопоставим каждому числу 
5ц 5 2 , .... 5,оо остаток от деления его 
на 100. Поскольку числа 5, на 100 
не делятся, они будут давать остаток 
от 1 до 99, то есть каждый «заяц» 
попадет в какую-то «клетку». По 
принципу Дирихле найдутся два «зай- 
ца», попавшие в одну «клетку», то 
есть числа з і и з^ (пусть для опре- 
деленности і С /), дающие одинако- 
вые остатки при Делении на 100. Но 
тогда число 

3^ 5, = (лг, -)- ... -)- X ]) — 

(*і + Ч~ х і) — х і+і + ••■-\-Х) 

делится на 100. Таким образом, сум- 
ма лг т + ... -{- х ] является искомой. 

ПримерЗ. Числа а и т взаим- 
но просты. Доказать, что найдет- 
ся натуральное к, для которого 
число ка при делении на т дает оста- 
ток 1 . 

Числа 1, 2, ..., т — 1 будем счи- 
тать «зайцами». Если к — один из 
«зайцев», то число ка не делится на т 
(поскольку а и т взаимно просты и 
0 < к < т), то есть ка дает при де- 
лении на т один из остатков 1 , 2 , ... 
...,т— 1 . Допустим, что ни при каком 
к = 1 , ..., т — 1 число ка не дает 
при делении на т остаток 1. Тогда 
возможными остатками являются 
лишь числа 2, ..., т — 1 . Эти числа 
будем считать «клетками» (так что 
«зайцев» больше, чем «клеток»). Со- 
гласно принципу Дирихле найдут- 
ся два «зайца», попавшие в одну 
«клетку», то есть среди чисел 1 , 2 , ... 
..., т — 1 найдутся такие два к х , к.,, 
что числа к х а ч к 2 а дают при делении 
на т одинаковые остатки 
(мы можем считать, что к х < к 2 ), а 
потому число к 2 а — к х а = (к 2 —к х ) а 
делится на т. Так как а и т взаимно 
просты, то отсюда вытекает, что к 2 — 
— к х делится на т. Но это невозможно, 
поскольку 0 < к, — к х < т. Полу- 
ченное противоречие показывает, 
что найдется к, для которого 
число ка дает при делении на т 
остаток 1 . 

Установленный факт можно сфор- 
мулировать и иначе: если числа а и т 
взаимно просты, то существуют та- 
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Рис. 3. 

кие натуральные *) числа к , /, что 
ка = Іт 4 1 , то есть ка — Іт = 1 . 

Пример 4. Доказать , что для 
любого а > 0 и любого натурального 
N найдутся такие целые т ^ О, 

1 

к > 0, что \ка — т\ ^ “ду • 

і 2 V — I 

Точки -у - , -д?-, • • • , —/^“разби- 
вают отрезок |0, 1 I на N отрезков, 
которые будем считать «клетками» 
(рис. 3). Далее, числа 1, 2, ..., Л/+1 
примем в качестве «зайцев». Если 
к — один из «зайнев», то число ка 
можно записать в виде ка = т 4 А, 
где т — целое, 0 х <С 1 • Число х 
попадает в одну из «клеток»; в эту 
«клетку» мы и посадим «зайца» к. 

Так как «зайцев» больше, чем 
«клеток», то найдутся два «зайпа», 
сидящих в одной «клетке». Иначе го- 
воря, среди чисел 1,2,..., УѴ 4 1 
найдутся такие два числа к х < к .,, 
что к х а = т, -г х„ 0 ^ а, < Г, 

км - т., 4- л'.,, 0 < а 2 < 1, при- 
чем а,, а., находятся в одной «клетке», и 
1 

потому |х 2 — а ! | ^ — - Таким образом, 
1(6.,— к х )а — (т 2 — т,)| = 

— І-^г — -ЧІ ^ удГ - 

то есть числа к = к., — 6, и т — 
т., — ш, являются искомыми. 

П р и м е р 5. Пусть а, Ь, х 0 — 
некоторые натуральные числа. До- 
казать, что в последовательности 
А о» А] - ОА о 4- Ь, X., -= ЙА, 4- Ь,... 

..., А„ - ОА,,., 4- Ь, ... 
имеется бесконечно много чисел, не 
являющихся простыми. 


*) Поскольку аф 1. ка будет больше 1, 
то есть заведомо I >0, 


Прежде всего заметим, что 
а„ = оа„_* , 4- Ь а п _, 4- Ь > А„_„ 
поэтому числа а 0 , а,, а ; , ... образуют 
возрастающую последовательность, 
причем уже а, > о, то есть все числа 
этой последовательности (кроме, мо- 
жет быть, а о) больше а. 

Если числа а и Ъ не взаимно про- 
сты, то они имеют общий делитель 
д Ф \ : легко видеть, что тогда все а, 
делятся на д (і з» 1), и, поскольку 
а і > Ь, все они составные. 

Пусть а и Ь взаимно про- 
сты; тогда а и х к (к^І) взаимно просты. 
Возьмем некоторое х к , обозначим его 
для удобства через УѴ, и докажем, что 
среди чисел х к , х к+1 , ..., а й+л - 

обязательно найдется составное чис- 
ло. Числа х к , а л+1 , .... а й+лг бу- 
дем считать «зайцами», а возможные 
их остатки от деления на N (то есть 
числа 0, 1, .... N — 1) — «клетками». 
Так как число «зайцев» больше числа 
«клеток», то найдутся два «зайца», 
попавшие в одну «клетку». Иначе го- 
воря, найдутся среди х к , х к+1 , ... 

..., х к+К два числа, скажем, х р их (/ , 
где р > ц, дающие одинаковые ос- 
татки при делении на N. Следователь- 
но, А р — Ад делится на N. Так как 
Ар = йа р _, + Ь, Ад = ах ч _ х -\-Ъ. то 

Ар — Ад = й(Ар_, — Ад_,). Отсюда 

ВИДНО, ЧТО Ар_, — Ад , делится 

на N (поскольку а и УѴ взаимно про- 
сты). Аналогично, а р _ 2 — а ч _ 2 де- 
лится на УѴ и т. д. Так мы дойдем до 
числа а а+ р_ ч — х к . Но число х к — N 
тоже делится на УѴ, поэтому х к+р ~, 1 
делится на УѴ, а тогда число А й+Р _д не 
является простым. 

Итак, независимо от взаимной про- 
стоты а и Ь, среди чисел х к , а й+1 , ... 
...,а а+ .ѵ имеется число, не являющееся 
простым. Взяв теперь вместо х к 
число а Л+ р_ ч+1 , мы снова среди не- 
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Рис. 4. 


скольких следующих членов после- 
довательности найдем число, не яв- 
ляющееся простым, и т. д. 

Пример 6. Пусть р и ц — 
натуральные числа, и рациональное 

число — записывается в виде беско- 

я 

печной десятичной дроби. Докажи- 
те, что тогда эта дробь обязательно 
будет периодической. 

Доказательство этого факта 
(в школе оно не рассматривается) 
нетрудно получить с помощью прин- 
ципа Дирихле. При выполнении деле- 
ния р : ц «столбиком» все время бу- 
дут получаться отличные от нуля ос- 
татки (иначе число не записы- 
валось бы в виде бесконечной деся- 
тичной дроби). Таким образом, каж- 
дый раз при нахождении очередной 
цифры частного будет получаться в 
остатке одно из чисел 1, 2, ..., у — 1). 
Эти возможные значения остатков мы 
и будем считать «клетками», так что 
всего имеется ц — 1 «клеток». «Зайца- 
ми» же С /дем считать остатки, кото- 
рые в действительности получаются 
после того, как мы снесли последнюю 
значащую цифру делимого (рис. 4). 
Рассмотрим первых «зайцев» (на 1 
больше, чем число «клеток»). Каж- 
дый «заяц» попадает в какую-либо 
«клетку» — каждый остаток равен од- 
ному из чисел 1, 2, .... д — 1. В силу 
принципа Дирихле найдутся два «зай- 
ца», попавшие в одну «клетку». Ина- 
че говоря, среди чисел 1, 2, ..., <7 
можно выбрать такие два числа і, у, 
что 1-й и /-й остатки (после того, как 
мы снесли последнюю значащую циф- 


ру) одинаков ы. При этом 
можно считать, что і < у. Но тогда 
процесс деления, начиная с /'-го ос- 
татка, будет повторять процесс деле- 
ния после і-го остатка. Обозначим 
у — і через г. Тогда, получив і- й 
остаток и выписав затем г цифр част- 
ного, мы снова получим такой же ос- 
таток (у'-й «заяц»); вслед за тем мы 
выпишем такие же г цифр частного и 
опять получим тот же остаток, то 
есть в частном снова и снова будет 
повторяться одна и та же комбинация 
из г цифр. Это и означает, что при за- 
писи числа — в виде десятичной 
я 

дроби получается смешанная перио- 
дическая дробь (а в отдельных слу- 
чаях дробь может получиться ч и с - 
т о периодической — повторение 
цифр частного будет наблюдаться с 
самого начала). 

Заметим, что мы установили пе- 
риодическое повторение в частном од- 
ной и той же комбинации, состоящей 
из г цифр, где г = у — і. Так как і, 
у — это какие-либо «зайцы», то есть 
какие-либо из чисел 1 , 2, ..., 17, то 
і 5= 1, у г^<7 и потому г = у — і ^ 
< < 7 — 1 . 

Итак, если при обращении в 

десятичную дробь получается бес- 
конечная дробь, то она перио- 
дическая, причем период содержит 
не более 17 — 1 цифр. 

Из приведенных примеров видно, 
что принцип Дирихле как элемент 
рассуждения может применяться при 
решении разнообразных задач. Ниже 
приводится ряд задач для самостоя- 
тельного решения. И хотя читатель 
понимает, что при решении нужно 
применить принцип Дирихле, эта под- 
сказка не делает задачи неинтерес- 
ными: надо догадаться, что считать 
«зайцами», а что «клетками», как ис- 
пользовать наличие двух «зайцев», 
попавших в одну «клетку», и т. п. 

Задачи 

1. Даны 12 различных двузначных чисел. 
Докажите, что из них можно выбрать два 
числа, разность которых — двузначное чис- 
ло, записываемое двумя одинаковыми циф- 
рами. 


( Продолжение см. с. 31) 
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Победители конкурса «Кванта» 


За минувший 1976 год редакция получила значительно боль- 
ше писем с решениями задач, чем за прошлый год. Редкол- 
легия журнала «Квант» вместе с членами Оргкомитета Все- 
союзной олимпиады отобрала лучшие решения. 

Ниже публикуется список школьников — победителей кон- 
курса «Кванта», — которые получили право участия в рес- 
публиканских олимпиадах 1977 года. 


Математика 

С. АБАДЖЯН — г. Ереван, ФМШ, 10 кл. 

Б АМОСОВ — г. Мытищи Московской обл., с. ш. 26, 10 кл. 

Б. АРОНОВ — г. Саратов, с. ш. 13, 9 кл. 

А. БЕР — г. Ташкент, с. ш. 110, 10 кл. 

И. ВОРОНОВИЧ — г. п. Сопоцкин Гродненской обл., 10 кл. 

A. ГАРНАЕВ — г. Таллин, с. ш. 19, 10 кл. 

B. ГРОССМАН — г. Одесса, с. ш. 116, 10 кл. 

М. ГРУНТОВИЧ — д. Новый двор Гродненской обл., 10 кл. 

А. ДИДЕНКО — г. Краснодар, с. ш. 28, 10 :<л. 

C. ГУБАНОВ — г. Ворошиловград, с. ш. 17, 10 кл. 

A. ЖЕРДЕВ — г. Славянск Донецкой обл., с. ш. 5, 9 кл. 

Р. ИЗМАЙЛОВ — г. Баку, с. ш. 134, 8 кл. 

Б. КАПЛАН — г. Киев, с. ш. 173, 10 кл. 

B. КАСКЕВИЧ — д. Новый двор Гродненской обл., 10 кл. 

А. КАСЯНЧУК — г. Николаев, с. ш. 22, 10 кл. 

М. КУТЕРНИН — г. Алма-Ата, РФМШ, 10 кл. 

И. ЛОЗИЦКИЙ — г. Ганцевичи Брестской обл., с. ш. 1, 9 кл. 

C. МЕЛИХОВ — г. Донецк, с. ш. 17, 10 кл. 

А. МОШОНКИН — г. Ленинград, ФМШ 45, 10 кл. 

М. НАРОДИЦКИЙ — г. Куйбышев, с. ш. 135, 10 кл. 

Е. ОГИЕВЕЦКИЙ — г. Днепропетровск, с. ш. 23, 10 кл. 

A. ПЕТУХОВ — г. Новосибирск, ФМШ 165, 10 кл. 

С. ПОЛЫГАЛОВ — г. Пермь, с. ш. 102, 9 кл. 

B. РОГАВА — г. Тбилиси, ФМШ им. Комарова, 10 кл. 

Р. СЕВДИМАЛЫЕВ — Зангеланский р-н АзССР, Шаифлин- 
СКсЯ с. ш., 10 кл. 

B. УГРИНОВСКИЙ — г. Хмельник Винницкой обл., с. ш. 3, 10 кл. 

C. ХАРЕНКО — г. Ангарск Иркутской обл., с. ш. 10, 9 кл. 

Ю. ШТЕЙНШРАЙБЕР — г. Баку, с. ш. 210, 9 кл. 

В, ШТЕПИН — г. Челябинск, с. ш. 103, 10 кп. 


Физика 

Ф. БАГДАСАРЯН — г. Баку, с. ш. 145, 10 кл. 

В. ГАРКАВЫЙ — г. Лида Гродненской обл., с. ш. 1, 9 кл. 

В. ГАРМАШ — г. Запорожье, с. ш. 28, 10 кп. 

A. ЗАБРОДИН — п. Черноголовка Московской обл., с. ш. 82, 

9 кл. 

B. КОТОК — г. Харьков, с. ш. 27, 10 кл. 

A. ЛИСТОВНИЧИЙ — г. Киев, с. ш. 96, 10 кл. 

B. ЛОБЗИН — г. Свердловск Ворошиловградской обл., с. ш. 9. 

10 кл. 

Ю. МУХАРСКИЙ — г. Киев, с. ш. 145, 10 кл. 

A. НИКИТЕНКОВ — г. Великие Луки, с. ш. 3, 9 кл. 

B. НИКОЛАЙЧИК — г. Москва, ФМШ 18, 10 кл. 

В. ПАЛЕЙ — г. Харьков, с. ш. 27, 9 кл. 

Д. ПАТАРАЯ — г. Тбилиси, ФМШ им. Комарова, 8 кл. 

В. ПОТЕМКИН — г. Великие Луки, с. ш. 3, 10 кл. 

К. ТРУТНЕВ — г. Казань, с. ш. 39, 10 кп. 

Э. ШИФРИН — г. Днепропетровск, с. ш. 23, 10 кл. 

Ю. ШТЕЙНШРАЙБЕР — г. Баку, с. ш. 210, 9 кл. 
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задачник 

іЩ шіти 


Задачи 


Этот раздел ведется у нас 
из номера в номер с момента 
основания журнала. Публи- 
куемые в нем задачи не стан- 
дартны, но для их решения 
не требуется знаний, выхо- 
дящих за рамки нынешней 
школьной программы. Наи- 
более трудные задачи отме- 
чены звездочкой. После фор- 
мулировки задачи мы обычно 
указываем, кто предложил 
нам эту задачу. Разумеется, 
не все эти задачи публи- 
куются впервые. 

Решения задач из этого но- 
мера можно присылать не 
позднее 1 апреля 1977 года 
по адресу: 113035, Москва, 
М-35, Б. Ордынка, 21/ 16, 
редакция журнала «Квант», 
«Задачник «Кванта». После 
адреса на конверте напишите 
номера задач, решения кото- 
рых вы посылаете, напри- 
мер: «М426, М427 » или 

«. . . Ф438». Решения за- 
дач по каждому из предметов 
(математике и физике), а так- 
же новые задачи просьба 
присылать в отдельных кон- 
вертах. Задачи из разных 
номеров журнала присылайте 
также в разных конвертах. 
В письмо вложите конверт 
с написанным на нем вашим 
адресом (в этом конверте вы 
получите результаты провер- 
ки решений). Условия ори- 
гинальных задач, предлагае- 
мых для публикации, при- 
сылайте в двух экземплярах 
вместе с вашими решениями 
этих задач (на конверте по- 
метьте: «Задачник «Кванта», 
новая задача по физике» или 
«. . . новая задача пО мате- 
матике»). В начале каждого 
письма просим указывать ва- 
ши имя, фамилию, номер 
школы и класс, в котором 
вы учитесь. 


М426 — М430; Ф438 — Ф442 

М426. Таблица из пХп клеток заполнена числами 
от 1 до п так, как показано на рисунке 1. При ка- 
ком п в ней можно выбрать п клеток так, чтобы 
никакие две клетки не принадлежали одной стро- 
ке или одному столбцу и чтобы все числа в выбран- 
ных клетках были разные? 

Л. Ненашев 


М427. а) Докажите, что существует нечетное чис- 
ло п, для которых ни при каком четном к ни одно 
из чисел бесконечной последовательности 

к к + 1, к кк 4-1, к ккк -И, ... 
не делится на п. 

б) Докажите, что для каждого натурального п 
существует такое натуральное число к , что каждый 
из членов бесконечной последовательности 

Л-И, к п + 1, к кк - И, к ккк - (-1, ... 


делится на п 


С. Лавренченко, 9 класс 


М428. В олимпиаде участвуют (т— 1)п+1 
человек. Докажите, что среди них либо най- 
дутся т участников, попарно незнакомых между 
собой, либо найдется один участник, знакомый 
не менее чем с п участниками олимпиады. Оста- 
нется ли верным утверждение задачи, если число 
участников, олимпиады уменьшить на единицу? 

Э. Туркевич 


М429. а) Сколько решений имеет уравнение 
[.ѵ 1—1977 {л-} 1978? 

(Здесь [лгі — целая часть х, а {л} х — 1x1.) 
б) Докажите, что при любых р^О и ц уравнение 
\х\+р{х) = ч 

имеет ||р|| или І|р||-г1 решений. 

Ж. Сатаров 


М430. а) Докажите, что любую выпуклую плоскую 
фигуру площади 5 можно поместить в прямоуголь- 
ник площади 25. 
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Рис. 1. 



б)* Докажите, что любое выпуклое тело объема 
V моЖно поместить в ящик, имеющий форму пря- 
моугольного параллелепипеда объема 6 V (рис. 2) . 

Ф438. Однородная палочка лежит внутри шеро- 
ховатой сферической полости. Длина палочки рав- 
на радиусу сферы. Коэффициент трения равен р. 
Какой наибольший угол с горизонтом может со- 
ставлять палочка? 

Б. Буховцев 

Ф439. Неоновая лампочка (нл) загорается, когда 
напряжение на ней достигает значения і/ 1 . При 
этом сопротивление лампочки становится прене- 
брежимо малым. Когда напряжение на лампе па- 
дает до значения (Л,, лампа гаснет, и ее сопротив- 
ление становится бесконечно большим. Эту лампу 
включили в цепь, как показано на рисунке 3. 
Считая <->)^>(/ .,, построить примерный график 
зависимости напряжения на конденсаторе от вре- 
мени после замыкания ключа К. 

В. Копылов 



Рис. 3. 


< >т 2 


5 • 

т.і 


®т., 


Рис. 4. 


Ф440.* Оцените приближенно, при каком минималь- 
ном радиусе планеты она сможет удерживать ат- 
мосферу, состоящую в основном из кислорода и 
азота, если температура поверхности планеты 7= 
=300 “К. Среднюю плотность вещества планеты 
принять равной р 4- ІО 3 кг/м 3 . 

С. Козел 

Ф441* Между пластинами замкнутого плоского 
конденсатора находится точечный заряд Пло- 
щадь пластин бесконечно велика, расстояние меж- 
ду ними равно і. Первоначально заряд находится 

на расстоянии угі от левой пластины. Какой 

заряд пройдет по проводнику, замыкающему пла- 
стины конденсатора, при перемещении заряда <7 
в новое положение, при котором он будет находить- 
ся на расстоянии -у <і от правой пластины? 

Ф442. Шарики с массами 1, 2, 3 и 4 кг соединены 
легкими стержнями длиной 1 м каждый. Стержни 
скреплены так, что они образуют крест (рис. 4). 
Система может свободно вращаться вокруг гори- 
зонтальной оси, проходящей через точку О перпен- 
дикулярно к плоскости рисунка. Найти амплиту- 
ду колебаний системы, если в начальный момент 
стержень, соединяющий грузы с массами т 2 ~ 2 кг 
и т 4 = 4 кг был вертикален и шары были непод- 
вижны. 


:з 


Решения задач 

М386— М390; Ф393— Ф396 


М386. Квадратная комната 
разгорожена перегородками, 
параллельными стенам, на 
несколько меньших квадрат- 
ных комнат. Длина стороны 
каждой комнаты — целое чи- 
сло. Докажите, что сумма 
длин всех перегородок делит- 
ся на 4. 



Рис. I. 






Рис. 2. 



Рис. 


Первое решение. Рассмотрим вначале случай, когда 
длины сторон всех комнат равны единице (длина стороны ис- 
ходной комнаты, разумеется, больше единицы — иначе ее 
нельзя разгородить на меньшие квадратные комнаты с целы- 
ми длинами сторон). Из рисунка 1 видно, что в этом случае в 
каждой из частей 1, 2, 3 и 4 поровну перегородок, и, следо- 
вательно, общая их длина делится на 4. 

В общем же случае разгородим каждую из комнат на ком- 
наты со стороной длины 1. Для такого разбиения сумма длин 
перегородок по доказанному делится на 4. Посмотрим, как 
эта сумма отличается от первоначальной. После дополнитель- 
ного разгораживания к сумме длин в каждой комнате доба- 
вится число, кратное четырем (здесь мы снова воспользова- 
лись разобранным частным случаем!). Следовательно, общая 
сумма длин перегородок увеличится на число, кратное четы- 
рем. Из этого получаем, что и первоначальная сумма длин 
перегородок делится на 4. 

Второе решение. Добавим к сумме длин пере- 
городок периметр исходной комнаты — делимость на 4 от 
этого не изменится. Полученная сумма есть половина суммы 
периметров всех комнат, включая исходную. Осталось до- 
казать, что эта сумма периметров делится на 8. Действитель- 
но, сумма периметров в 4 раза больше суммы длин сторон всех 
комнат (от каждой комнаты берется по однбй стороне). Не- 
трудно показать (сделайте это самостоятельно), что число ком- 
нат, длины сторон которых нечетны — четно; поэтому сумма 
длин сторон всех комнат (включая исходную) четна, сумма 
периметров делится на 8, а исходная сумма длин перегородок 
делится на 4. 

Третье решение. Будем считать, что наша ком- 
ната расположена на большой шахматной доске с длиной сто- 
роны клетки, равной единице. Разобьем все перегородки и 
стены исходной комнаты на отрезки длины 1. Среди этих от- 
резков имеются отрезки четырех типов (рис. 2), в зависимости 
от расположения относительно черных и белых клеток доски. 
Легко понять, что среди отрезков, расположенных на стен- 
ках каждой комнаты, отрезков каждого из этих типов поровну 
(рис. 3). Просуммировав отрезки каждого типа по всем ком- 
натам разбиения и разделив каждое из этих четырех чисел 
пополам, получим, что на всех перегородках и стенах исход- 
ной комнаты отрезков указанных четырех типов * — поровну. 
Поскольку добавление периметра исходной комнаты не меня- 
ет делимости на 4, из последнего замечания следует утверж- 
дение задачи. 

С. Фомин 


♦ 


М387. Существует ли такое 
натуральное число, что если 
приписать его само к себе, то 
получится точный квадрат? 


Задаче М385 будет посвя- 
щена статья А. Кушниренко, 
которую мы опубликуем в 
одном из ближайших номе- 
ров нашего журнала. 


Будем решать задачу в системе счисления с основанием 
< 7 > I (в условии < 7 = 10). 

1) Пусть искомое число А д-значно, то есть < 7 Я—1 ^ А < 
< у п . Приписав А к самому себе, получим число А А = 
= А-д п -\-А = (<7 я -(-1) А. Условие задачи теперь выглядіт 
так: существуют ли натуральные числа п, А, В такие, что 
( 7 я - 1 5$ А < < 7 Л и (<7 л 4- 1) А = В 2 ? 

Предположим, что в разложении числа <7 Я 4-1 на простые 
сомножители каждый из них встречается лишь по разу. Так 
как В- делится на (?”+1, то в этом случае и В делится на 
<7 Я -|-1. Поэтому В- делится на (< 7 Я -+- 1) 2 , откуда следует, что А 
делится на д я 4-1. Но это невозможно, поскольку А < <7 Я +1. 
Значит, в разложении числа < 7 Я -И хотя бы один простой сом- 
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ножитель должен встретиться больше одного раза. Мы полу- 
чили необходимое условие разрешимости задачи: 
число р я +1 должно быть представимо в виде М і N, 1. 

2) Докажем теперь, что это условие является также и 
достаточным. 

Предположим, что <7 я -(-1 = М г Ы, М > 1. Если число .V 
уже я-значно, т. е. если р" -1 < р", то все в порядке: 

в качестве А годится само N: тогда А А = М(р л +1) = 
= Л+УѴ 2 — точный квадрат. Но пока мы можем сказать 
лишь то, что р" _<_1 =5 N < і ^ 0 (т. е. N может 

оказаться и меньше, чем л-значным). Возьмем г> 1 такое, что 
г 2 ^ я (это всегда можно сделать, если рі» 4; например, 
положить г =■ 2), и рассмотрим геометрическую прогрессию 
{ /V • г 2 * } , к = 0, 1 Поскольку первый член этой прогрес- 

сии меньше я п и знаменатель г 2 ^ р, ясно, что в ней найдется 
член В, принадлежащий промежутку [р я_І , р"]. Так как В 
имеет вид N -г 3 ', то, положив А — В, получим, что АА Ч 
= А 1 -г 2і (р я +І) — ЛГ 2 Л' 2 -г 2і — точный квадрат. 

Наше рассуждение проходит для всех р^4. Остаются 
случаи <7=2 и <7=3. В случае я ~ 3 возьмем /1=1, 
поскольку АА 3 = Пз= 1 -3-1-1 = 4 — точный квадрат. 
В случае <7=2, положив л = 3, получим 2 3 + 1 = З 2 • 1 , 
т. е. N = 1 < 2, а нам нужно, чтобы 2 2 ^ N < 2 3 . Умножив 
N = 1 на 2*= 100 2 , получим уже трехзначное число 
А = 100 2 . Число А А 2 = 100 100 2 = 36 — точный квадрат. 

3) Докажем существование решения при лю- 
бом <7, т. е. докажем, что для всякого я существуют такие я 
и М > 1, что р я +1 = М г Ы. 

Если я — число вида гх 2 — 1, х> 1, то я = 1, М = х, 
и решением задачи служит число А = г (записываемое од- 
ной цифрой): 

гг ч = г (гх 2 — 1)-гг = (гх) 2 . 

В частности, такими являются числа я вида 2* — 1, 
к ^ 2 (при х = 2, г = 2* -2 ). 

Вот несколько первых я вида тх 2 — 1 ; 

3, 7, 8, 11, 15, 17, 19, 23. 

Рассмотрим число р+1. Если оно не содержит нечетных 
множителей, то оно — вида 2*. т. е. р = 2* — 1, а это уже 
рассмотренный случай. Если же <7—1 содержит нечетный 
множитель р, то 

<7 Р +1 = [(<7+1) — 1 1 р +1 = (р+І^-р (<7+ 1) р— 1 + ... 

••• + Р (<7+І), 

откуда следует, что р^+1 делится на р 2 (так как </+1 делит- 
ся на р). 

В частности, при р = 10 получаем л= II, М = 11, 
N = 826446281, А = 4 2 -826446281 -13223140496, так что 

1322314049613223140496 = (4 • 1 1 -82644628І) 2 . 

4) Итак, число 10 я т-1 представимо в виде М г Ы, М > 1 
при л =.11. Является ли я= II наименьшим возможным? 
Чтобы выяснить этот вопрос, мы составили программу для 
ЭВМ и получили следующие разложения на простые множи- 
тели: 

104- 1=11; 10*4-1= 17-5882353; 

10 2 +1= 101; 10 е — 1=7 -11-13-19 52579; 

10 3 + 1 = 7 • 11 -13; 10 10 - 1 = 101 -3541 -27961; 

10*+ 1 = 73 137; 10 П -Ы= 1 1 2 -23 -4093 -8779, 

10 5 - )- 1= 1 1 9091; 

10*-г 1= 101 -99Ѳ1; 

10 7 +1= 1 1 -909091; 

так что я= 11 в самом деле является наименьшим. 

Б. Кукушкин 
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Рис. 4. 

М388. а) На плоскости от- 
мечено конечное число точек, 
докажите, что среди них 
найдется точка, у которой 
не больше трех ближайших 
(то есть находящихся от 
нее на наименьшем расстоя- 
нии: таких точек, вообще 
говоря, может быть несколь- 
ко). 

б) Существует ли на пло- 
скости конечное множество 
точек, у каждой из которых 
в этом множестве ровно три 
ближайших'.’ 


М389. Можно ли бесконеч- 
ный лист клетчатой бумаги 
разбить на « доминошки » 
( каждая доминошка покры- 
вает две соседние клетки) 
так. чтобы каждая прямая, 
идущая по линии сетки, раз- 
резала пополам лишь конеч- 
ное число доминошек? 



Рис. 5. 


Рис. 6. 


а) Предположим, что мы построили такое конечное множест- 
во М точек на плоскости, в котором у каждой нс менее четы- 
рех ближайших. Пусть г — наименьшее из расстояний мсжд\ 
его точками. Рассмотрим множество Тс всех точек, рас- 
стояние от которых до ближайших к ним равно г: в множест- 
ве С, очевидно, также у каждой точки будет не менее четы- 
рех ближайших. 

Построим выпуклую оболочку К множества С (наимень- 
ший выпуклый многоугольник, содержащий Т). Пусть А — 
одна из крайних точек то есть одна из вершин К. Пѵсть 
В,. В.,. В Л и В, — четыре точки из Т, находящиеся на рас- 
стоянии г от А . Ясно, что любой из углов В[АВ 7 - больше 00 
потому что \ВіВі\ г (і, / = 1,2, 3, 4; і ф /). Это обстоя- 
тельство явно противоречит тому, что все точки В,, В. г , В я . 
В 4 лежат в одном угле с вершиной А, меньшем 180° (рис. 4) 
(В этом решении мы дважды использовали совет, пре- 
поданный в статье «Правило крайнего» в Кванте № 8 за 
1976 год — в разделе «Квант» для младших школьников»!) 
б) Да, существует. Пример изображен на рисунке 5. 

Н Васильев 


♦ 

На рисунке 6 указано такое разбиение. Каждая горизонталь- 
ная прямая пересекает синюю область по отрезке, и потому 
разрезает лишь конечное число доминошек (очевидно, «си- 
них»). Аналогично и для вертикальных прямых (каждая из 
них разрезает лишь конечное число «красных» доминошек). 

С. Фомин 


♦ 


М390. Докажите, что суще- 
ствует бесконечно много на- 
туральных п. для которых 
сумма цифр числа 2 п больше 
суммы цифр числа 2 П+І . 


Решение этой задачи основано на двух фактах. 

I Остатки чисел I, 2. 2 2 , 2 :| . ... при делении на 9 обра- 
зуют периодическую последовательность, изображенную на 
рисунке 7. 

II. Количество цифр в числе 2" не превосходит 



18 2 Л 4 - 1 = п Іе 2 -И ^ ~ + 1 . 

Покажем, что эти два факта находятся в противоречил с 
предположением 

III. 5 (2 я ) ^ 5 (2 Л+ І) 

для всех п. не меньших некоторого А/, где х (а) — сумма цифр 

числа а. 

Отсюда будет следовать, что III неверно, а это и требу- 
ется доказать в задаче. 

Допустим, что III верно, то есть что для всех п /V 
сумма цифр 2” все время возрастает. Тогда согласно I для 
п » Л' при переходе от 2” к 2"*" (за один период) сумма 
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Ф393. Известно, что частота 
излучения атомов, летящих 
со скоростью ѵ в направле- 
нии наблюдателя, изменяет- 
ся на величину Д/ = / 0 , 

где с — скорость света, 
( 0 — частота излучения по- 
коящегося атома (это явле- 
ние называется явлением До- 
плера). Вследствие этого из- 
за теплового движения ато- 
мов спектральные линии ато- 
мов оказываются уширенны- 
ми. Оцените температуру 
атомов Ке, зная, что в 
спектре его излучения обна- 
ружена красная линия часто- 
ты / 0 = 4,8 ІО 14 гц, ширина 
которой А/= 1,6- 10» гц. 


цифр увеличивается не меньше, чем на 

1+2+4+8+7+5=27. 

(Мы рассуждаем так: если а дает при делении на 9 остаток 8, 
Ь — остаток 7 и а < Ь, то разность Ь — а не меньше 8; оценки 
для разностей указаны на рисунке 7 красным цветом). Итак, 
5 (2"+в) <5 5 (2 я )+27. 

Значит, при п= (Ѵ+66, где к ^ 1, будет 
5 (2 я ) = 5 (2^+6*) > 5 (2*) + 276 = -|-л--§-Л( + і (2*). 


Поскольку все цифры не больше 9, согласно II 
5 (2 я ) ^ 9 1^- + 1 1 . 

Таким образом, при всех п = N + 6к должно выпол- 
няться неравенство 
9 

~2" п — А === х (2 я ) ^ Ъп + 9 

9 

(здесь А — число, не зависящее от л). Но поскольку > 3, 

это, очевидно, неверно (при всех п^> 2 (Л+9)/3). Полученное 
противоречие доказывает, что предположение III неверно. 

С. Конягин 


♦ 

Средняя кинетическая энергия теплового движения атома Не 
равна ~Е К = -^-кТ. С другой стороны, = где т — 

масса атома, ѵ г — средний квадрат скорости его теплового 
движения. Из равенства = у-р находим средне- 
квадратичную скорость атома №: 




где р — атомная масса №. 

Изменение частоты излучения, принимаемого наблюда- 
телем, зависит от скорости о,, движения источника в на- 
правлении наблюдателя. Для оценки величины эффекта мы 
можем предполагать, что компонента скорости у разных 

атомов неона лежит в пределах от — / „а до +Ѵ ѵ \, 


где Л /~л — среднеквадратичное значение скорости о х . 
У ѵ х 

Используя эту несколько упрощенную модель, мы получим 


для ширины линии в спектре излучения источника 




Поскольку 

записать 

- 1 
Ѵ х— з 

ѵ- = у 1 

г КТ 

— , окончательно можно 
М 


Д/ = 

■- гУ 

гш 

м 

откуда следует 

' ~ 4Я 

№- 

(( 

—4 

О 

О 

о 

Я 




С. Козел 
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Ф394. Устройство ртутного 
медицинского термометра 
показано на рисунке 8. К бал- 
лончику со ртутью припаян 
тонкий капилляр, внизу ко- 
торого имеется « перетяжка » 
— участок с диаметром при- 
мерно 30 микрон. Какую роль 
играет эта перетяжка? Оце- 
ните, какое ускорение нужно 
сообщить термометру для 
того, чтобы его « стряхнуть » 
после изменения температу- 
ры? 




Ф395. Почему измерение тем- 
пературы медицинским тер- 
мометром продолжается дол- 
го (около 10 минут), а 


Медицинский термометр представляет собой так называемый 
«максимальный» термометр. Его показания соответствуют 
максимальной температуре за все время измерения. Это про- 
исходит за счет «перетяжки». При нагревании ртути в баллон- 
чике она расширяется. Возникающие при этом силы упруго- 
сти превышают силы поверхностного натяжения, действую- 
щие на столбик ртути в месте перетяжки, и ртуть «продавли- 
вается» в капилляр. При остывании термометра ртуть начи- 
нает сжиматься, возникающие силы упругости разрывают 
столбик ртути в месте перетяжки, и в капилляре остается 
столбик ртути, соответствующий максимальной измеряемой 
температуре. Между столбиком ртути в капилляре и ртутью 
в баллоне имеются пары ртути. 

Сообщим термометру ускорение, направленное вправо 
(рис. 9). В первый момент ртуть в силу инерции будет оставать- 
ся в покое и «войдет» в перетяжку, образовав выпуклый ме- 
ниск. Давление внутри ртути под мениском будет выше 
давления насыщенных паров ртути в перетяжке на величину 
2ст 

— , где г — радиус мениска. В то же время давление в пра- 
вом конце столбика ртути в капилляре выше давления паров 
2о 

на всличиіЛ -Д-. где У? — радиус правого мениска. Его мож- 
но считать равным радиусу капиллярной трубки. 

Рассмотрим заштрихованный на рисунке участок стол- 
бика ртути с площадью сечения 5 = п г- Давление в его левом 
2о 2о 

конце равно р -4- -у , а в правом — р у (р — давление 
паров ртути). Потому слева на столбик действует сила 

, 2<т \ - . 2п . 

і/М=(Р+~) 5 - а с права — сила \К,\ = ( р + у ) * 


Разность этих сил сообщает столбику (массы гп) ускоре- 
ние 


н= 


ім- \г.\ 


і 2 ^ 


2а 

К 


5 

т 


Если ускорение, сообщаемое термометру, больше этого 


значения (а! , то ртуть будет «отставать» и «продавливаться» 
через перетяжку. При этом радиус г мениска в перетяжке 
будет уменьшаться. Его минимальное значение равно радиу- 
су г„ перетяжки. Следовательно, максимальное ускорение, 
которое может быть сообщено столбику ртути, равно 

- 205. 1 1 , 

- т I г а ~ К I • 


1 

Так как г„<%.К, то — 


1 


и можно считать, что 
2о5 

а г„т ' 


Это значение |о„| и есть минимальное ускорение, кото- 
рое нужно сообщить термометру, чтобы его «стряхнуть». 


Оценим величину |о„|. 

Масса ртути выше перетяжки равна рѴ, где р^ІЗ.бХ 
X ІО 3 кг/ лі 3 — плотность ртути и V — объем столбика ртути 
выше перетяжки. Его можно оценить, полагая, что длина 
столбика примерно 4 см, а диаметр — 6-10 5 м. Используя 
эти данные и значение о«=0,5 н/м, найдем, что 


♦ 


|а,і1 5 80 м/сек-. 


При измерении температуры термометр должен нагреться 
от комнатной температуры до температуры тела, т е. на 
15 — 17 ; С. «Стряхнуть» же термометр можно уже тогда, когда 
его температура понизится на 3 — 4 "С. Так как шкала термо- 
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« стряхнуть » термометр 

можно практически сразу 
же после измерения темпера- 
туры? 


метра начинается с 34 ; С. то при понижении температуры на 
несколько градусов в баллончике образуется достаточно пу- 
стого места, чтобы вместить ту ртуть, которая находится 
выше перетяжки. Необходимо учесть еще, что при нагрева- 
нии и остывании тел скорость изменения их температуры про- 
порциональна разности температур тела и среды, и поэтому 
зависимость температуры термометра от времени имеет вид, 
изображенный на рисунке 10. Время остывания термометра до 
температуры, при которой его можно «стряхнуть», намного 
меньше времени измерения температуры. 


Ф396. В наполненный водой 
сосуд погружен вверх дном 
сосуд меньшего диаметра, не- 
подвижно скрепленный с боль- 
шим сосудом и частично за- 
полненный водой (рис. 11). 
На поверхности воды внутри 
меньшего сосуда плавает ку- 
сок льда. Что произойдет с 
уровнями воды в сосудах, ког- 
да лед растает? Как изменит- 
ся ответ, если меньший сосуд 
не скреплен с большим и 
плавает на поверхности во- 
ды? 


♦ 

Давление в жидкости у ее поверхности внутри маленького 
сосуда при равновесии равно давлению воздуха, находящего- 
ся в маленьком сосуде. Для того чтобы давление воздуха не 
менялось, необходимо, чтобы объем его оставался постоянным 
(изменением температуры при таянии льда пренебрегаем). 

Вода, образующаяся при таянии льда, занимает объем, 
который имела часть льда, находившаяся первоначально под 
водой. Если бы уровень воды в маленьком сосуде не изменял- 
ся, то объем воздуха в сосуде возрастал бы и давление возду- 
ха уменьшалось. Так что в процессе таяния льда уровень во- 
ды в маленьком сосуде поднимается, а в большом, соответ- 
ственно, понижается. 

Если маленький сосуд не скреплен с большим, а плавает 
на поверхности воды (рис. 12), то давление на дно сосуда при 
таянии льда не может измениться. Действительно, это дав- 




Рис. 11. 



ление равно весу содержимого сосуда, деленому на площадь 
дна сосуда. Так как ни одна из этих величин не меняется, то 
не меняется и давление на дно сосуда. -» 

Но давление на дно сосуда равно р\ё\Н, где р — плот- 
ность воды, |§і — ускорение свободного падения и Н — вы- 
сота столба воды. Следовательно, Н при таянии льда не ме- 
няется. Что касается маленького сосуда, то он несколько по- 
грузится в воду, чтобы объем воздуха в нем остался прежним. 

И Слободецкий 
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С. Пухов 

Задача 

о выпуклых телах 

Эта заметка посвящена решению за- 
дачи М380, которая была опублико- 
вана в «Задачнике «Кванта» (см. № 3 
за 1976 год). Напомним ее форму- 
лировку. 

а) Но плоскости дана выпуклая фи- 
гура и внутри нее — точка О. К каж- 
дой прямой I, проходящей^ через точку 
О, проводится перпендикуляр в точ- 
ке О и на нем по обе стороны от точки 
О откладываются два отрезка, длины 
которых равны длине отрезка, полу- 
чающегося при пересечении данной 
фигуры с прямой I. Объединение всех 
этих отрезков — новая фигура с цент- 
ром симметрии О. Будет ли получен- 
ная фигура выпуклой? 

б) В пространстве дано выпуклое 
центрально-симметричное тело с цент- 
ром О. К каждой плоскости а, про- 
ходящей через точку О, проводится 
перпендикуляр в точке О и на нем по 
обе стороны от этой точки О откла- 
дываются два отрезка, длины кото- 
рых равны площади сечения данного 
тела плоскостью а. Объединение всех 
этих отрезков — новое тело с тем же 
центром симметрии О. Докажите, 
что полученное тело тоже выпукло. 

Замечание. В задаче б) считается, 
что фиксирована некоторая единица длины. 
Тогда единица площади определяется авто- 
матически. И процесс откладывания отрез- 
ков надо понимать так: отрезок содержит 
столько единиц длины, сколько единиц пло- 
щади содержит перпендикулярное сечение. 

Мы не будем определять здесь, 
что такое выпуклое множество, тело, 
фигура, как й не будем перечислять 


свойств выпуклых множеств, — все эти 
понятия входят в школьный курс 
геометрии, и их можно найти в школь- 
ных учебниках. Кроме того, мы не бу- 
дем давать строгого определения пло- 
щади. Оказывается, любая плоская 
выпуклая фигура имеет площадь в 
том же смысле, в каком имеет площадь 
треугольник, квадрат или круг. Под- 
робно об этом можно прочитать, на- 
пример, в Энциклопедии элементар- 
ной математики, том V, статья 
В. А. Рохлина «Площадь и объ- 
ем», или в книге В. Бляшке «Круг 
и шар». Вообще о выпуклых множе- 
ствахнаписано много интересных книг. 
Некоторые из них мы упомянем в 
конце заметки. 

Итак, начнем решать задачу М380. 

Отрицательный ответ на вопрос, по- 
ставленный в задаче а), дает следую- 
щий пример. 

Рассмотрим выпуклый четырех- 
угольник АВСИ, у которого диаго- 
нали АС и ВО взаимно перпендику- 
лярны и пересекаются в точке О 
(рис.1). Пусть при этом |Л0| = |В0| — 

= |С0| — • |/ 27 а |00| = З^І. Начнем 

осуществлять конструкцию, описан- 
ную в пункте а). На лучах ОВ и ОС 
отложим отрезки 0Р Х и 0Р 2 , кон- 
груэнтные отрезкам АС и ВО соот- 
ветственно; точки Р, и Р 2 — точки 
нового множества. На биссектрисе 
угла ВОС отложим отрезок ОР, кон- 
груэнтный отрезку ЕР (лежащему 
на биссектрисе углов АОВ и СОО). 
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Покажем, что отрезок ОР не пере- 
секает отрезка Р,Р 2 . Поскольку Р — 
граничная точка новой фигуры, из 
этого будет следовать, что новая фи- 
гура невыпукла. 

Обозначим точку пересечения бис- 
сектрисы угла ВОС с отрезком Р,Р 2 
через <2 (Ф(| 1РіР 2 1). Нам нужно до- 
казать, что отрезок ОР короче 
отрезка ОС}, т. е. что | ОР |< |0С2 |. 

Нетрудно посчитать, что \ОЕ | = 

= 1, |0Р| = -у- , Т. е. что \ЕР\ = 

= |ОР| = -у- . Но |ОС?| = -у (проделай- 


те все вычисления самостоятельно). 

5 ' 12 

Поскольку у-‘> 7 , 1 получаем, что 


| ОР К |0<2 |, то есть новая фигура, 
получающаяся из выбранного нами 
четырехугольника АВСО по «рецеп- 
ту», описанному в задаче а), в самом 
деле невыпукла. 


Упражнение. Докажите, что фи- 
гура, получающаяся по рецепту задачи а) из 
произвольного четырехугольника, отличного 
от параллелограмма, у которого в качестве 
точки О взята точка пересечения его диагона- 
лей, также невыпукла. 


Перейдем теперь к доказательству 
утверждения, сформулированного в 
пункте б) задачи. Для удобства обо- 
значим новое тело буквой V, а тело, 
из которого оно получается, — бук- 
вой №. 

Будем говорить, что граничная 
точка Р нового тела V соответствует 
сечению о старого тела № плоскостью 
а, проходящей через центр симмет- 
рии О, если отрезок ОР перпендику- 
лярен к плоскости а, а длина его рав- 
на площади сечения со: \0Р |=5 Ш . 
Каждому сечению соответствуют две 
симметричные относительно О точ- 
ки; таким образом, новое тело V 
также симметрично относительно 
точки О. 

Поскольку тело V образовано со- 
вокупностью отрезков, «торчащих» из 
центра О, его выпуклость б)*дет сле- 
довать из того, что вместе с любыми 
двумя граничными точками Р, 
и Р. 2 , соответствующими различ- 
ным сечениям тела №, телу V при- 
надлежит и весь отрезок Р,Р 2 (про- 
думайте это). 

Итак, пусть точки Р, и Р 2 тела 
V соответствуют двум различным се- 


в 



чениям со, и со., тела № плоскостями 
а, и а 2 , проходящими через центр 
симметрии О. Пусть С} — произволь- 
ная внутренняя точка отрезка Р,Р 2 . 
Нужно доказать, что <2(|1/. Прове- 
дем через О плоскость, перпендику- 
лярную к отрезку ОС}, и пусть Р — 
точка, лежащая на луче ОС}, соот- 
ветствующая сечению со тела № пло- 
скостью а. Очевидно, что точка <2 
будет принадлежать телу V тогда и 
только тогда, когда |0<2 1^ | ОР |. 
Таким образом, решение задачи б) 
сводится к доказательству этого не- 
равенства. Проведем его в несколько 
шагов. 

1 . Спроектируем (ортогонально) се- 
чения со,, со., и со на плоскость, про- 
ходящую через точки О, Р, и Р., 
(плоскость рисунка 2); тогда сечения 
со, со, и со., превратятся в отрезки, 
пусть [в,с,і, и \ВС] — 

эти отрезки. 

Заметим, что цветные лучи на ри- 
сунке получаются из красных пово- 
ротом на 90 вокруг точки О, и что 
длины красных отрезков ОР,, ОР., 
и ОР равны площадям сечений со,, 
со., и со соответственно. Ниже мы, 
пользуясь выпуклостью тела № и прин- 
ципом Кавальери *), выведем соот- 


*) Бонавентура Кавальери (1598 — 1647) — 
известный итальянский математик. О его 
принципе в «Кванте» уже рассказывалось — 
см. № 6 за 1972 год и № 8 за 1975 год. 
Принцип Кавальери есть и в школьном учеб- 
нике — см. «Алгебру и начала анализа 
10», с. 98. 
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Рис. 3. 


ношение для площадей этих сече- 
ний, из которого будет следовать, 
что отрезок ОР пересекает от- 
резок Р,Р 2 . 

Ясно, что плоские сечения со, 
сю, и со г пересекаются по общему от- 
резку 0,0 2 (рис. 3). Проведем пло- 
скость через точки В , и В г параллель- 
но этому отрезку; назовем ее а*- 
Любая плоскость, параллельная а 11 - 
пересекает сечения со,, со, и со по 
паралллельным отрезкам Д,, Д 2 , Д 
(см. рис. 3), причем если перемещать 
а 11 параллельно самой себе, то отрез- 
ки Д ] исчерпают все сечение со,, от- 
резки Д, — Есе сечение со,, а отрезки 
Д (см. рис. 3) — часть со сечения со. 
При этом отношение, в котором от- 
резок Д делит боковые стороны тра- 
пеции с основаниями Д, и А, — одно 
и то же для всех плоскостей а"; по- 
ложим его равным р: Я, где рЧ-Я— 1 — 
см. рисунок 4, а. Объясним, почему 
это так. Спроектируем все наши се- 
чения на плоскость, проходящую через 
центр О, перпендикулярную к отрез- 



ку 0,0 2 ; мы получим картинку, изо- 
браженную на рисунке 4, б. Сече- 
ниям о), со х и со 2 соответствуют цвет- 
ные отрезки, семейству плоскостей 
а 11 — семейство параллельных пря- 
мых Л 11 , а каждым трем отрезкам 
Д 2 , Д 2 и Д — три точки, лежащие на 
одной из прямых семейства 1 11 . Ясно, 
что все средние точки (соответствую- 
щие отрезкам Д) делят каждый из 
отрезков, заключенных между край- 
ними прямыми (проекциями сечений 
со! и со,) в одном и том же отношении. 

2. Рассмотрим теперь плоскость 
а 1 , проходящую через отрезок 0,0 2 
и перпендикулярную к плоскостям 
а". Спроектируем сечения со,, со 2 и 
со на а-С В силу выбора плоскости 
а", проекции сечений со! и со, ( пр . со, 
и пр. со,) на плоскость а-і- имеют 
одинаковую высоту (рис. 5). Отрезки 
Д, и Д, проектируются в отрезки, 
лежащие на одной прямой, без ис- 
кажения длины. Очевидно, что |Д 
^Я | Д ! |+р |Д, | (поскольку Я | А ! |Ч- 
Ч-р |Д, | — длина отрезка Д, парал- 
лельного основаниям трапеции длины 
| Д ! | и |Д 2 |, делящего боковые сто- 
роны в отношении р:Я и лежащего 
в н у т р и трапеции, а отрезок Д — 
не короче, что следует из выпукло- 
сти тела Г). 

Раздвинем теперь проекции се- 
чений со, и со, (в плоскости а- 1 ) 
вдоль прямой, на которой располо- 
жено их общее основание — см. ри- 
сунок-6; на нем изображены только 
верхние половинки проекций, по- 
скольку тело № центрально-симмет- 
рично. В промежутке между этими 
«раздвинутыми» проекциями нарисуем 
еще одну фигуру, у которой: 

а) высота такая же, как и у пр. со, 
и пр. со,; 
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Рис. 5. 



б) основание такое же, как и у 
пр.<а и пр.ш 2 \ 

в) если а и Ь — длины отрезков, 
получающихся при пересечении 
пр. о) х и пр.ш 2 некоторой прямой, па- 
раллельной основанию, то длина от- 
резка пересечения этой прямой с но- 
вой фигурой равна Ха+рб (А, и р — 
те, о которых говорилось выше). 

3. Постараемся выяснить теперь, 
как связаны между собой площади 
проекций &»!, со 2 и новой фигуры, и 
как площадь новой фигуры связана с 
площадью проекции сечения со. Для 
этого нам понадобятся три свойства 
площади (доказывать мы их не бу- 
дем, поскольку не дали строгого оп- 
ределения площади). 

Первое свойство — это 
принцип Кавальери. Принцип Ка- 
вальери утверждает, что если две 
фигуры, лежащие в одной плоскости, 
обладают тем свойством, что любая 
прямая, параллельная данной пря- 
мой (лежащей в той же плоскости), в 
пересечении с этими фигурами дает 
конгруэнтные отрезки, то эти две 
фигуры равновелики. 

Второе свойство — это 
обобщение принципа Кавальери. Пусть 
на плоскости даны три фигуры К, 
Р х и Р 2 , такие, что любая прямая, 
параллельная заданной прямой, ле- 
жащей в плоскости фигур, пересе- 
кает эти фигуры по отрезкам длины 
/, /і и / 2 , причем всякий раз /=/\ -)-/ 2 . 
Тогда 5 р =5 Г1 -|-5 Г1 (выведите это 
свойство из принципа Кавальери). 

И наконец — третье 
свойство: при растяжении фи- 
гуры относительно некоторой оси с 
коэффициентом к площадь ее умножа- 
ется на к. 

Из принципа Кавальери немед- 
ленно следует, что площадь пост- 
роенной на рисунке 6 фигуры такая 
же, как у проекции на плоскость 




Рис. 7. 

а х части со сечения со, т. е. равна 
Из того же, как строилась новая 
фигура, и последних двух свойств 
следует, что 5 пР .й=Я.5 пР . Иі +р5 пР . Шг . 
Поскольку 5„ Рм ^г5 [р - і получаем, 
что 5 пР<ш >Я.5 пР . Ші +р5 пРі(й2 (рис. 7). 

4. Вернемся теперь к рисунку 2 и 
вспомним замечание в пункте 1 до- 
казательства. Повернем отрезки 0Р Х , 
0Р г и ОР на 90° вокруг центра О; 
отрезки ОР и ОР (ОС}) и ОР 2 перейдут 
в отрезки ОР\, 0Р'(0(2') и ОР' ѵ рас- 
положенные на тех же прямых, что и 
отрезки В Х С Ъ ВС и В 2 С 2 — прямо- 
угольные проекции сечений со х , со 
и со 2 на плоскость рисунка, причем 
I ОР\ |=5 Ш1 , | ОР' 1=5,, |ОР 2 | = 
=5, 2 (рис. 8, а). Отметим линию пере- 
сечения плоскости а х с плоскостью 
рисунка (красная линия на рисунке 
8) и спроектируем каждый из отрез- 
ков на эту прямую. Отрезок ОР\ 
перейдет в отрезок ОР * длины 
5 п р,а. 1 : ІОЯ; І=5 пР . Ші . (Докажите это 
равенство самостоятельно. Для этого 
вам нужно понять, как изменяется 
площадь фигуры при ортогональном 
проектировании.) Отрезок ОР' 2 перей- 
дет в отрезок ОР;: \ОР;\=8 пР , Шг ; отре- 
зок ОР — в отрезок ОР* длины 
5, іР .„т. е. \ОР* \^к \0Р\ |+р \0Р; |. 
Точка отрезка Р\Р' 2 , соответствую- 
щая точке <2 отрезка Р х Р г , проекти- 
руется в точку <2*. Если мы докажем, 
что |0<2* ІОР* |4-р | ОР* |, то тог- 
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да |0<2* | ОР* |, откуда |0<2' 

С | ОР' |, |0<2 | ОР |, и задача ре- 
шена. Итак, покажем, что |0<2* 1^ 
< | ОР* |. Пусть 1 0Р\ | ОР' 2 | (рис. 

8, а). Продолжим отрезок Р\Р\, пер- 
пендикулярный к отрезку 0Р\ с до 
пересечения с лучами ОС}' и 0Р 2 в 

точках А и В (случай \ОР\ |> | ОР 2 | 
изображен на рисунке 8, б). За- 
метим, что \Р\А\ : | АВ | = р:Я. Про- 
ведем через точку А прямую, па- 
раллельную ОР 2 (если \0Р\ |> \0Р 2 |, 
то прямую, параллельную ОР і); она 
пересечет отрезок Р\Р’ 2 в точке Р, 
принадлежащей отрезку С1'Р 2 , при- 
чем |Р|Я | : | РР 2 |=ц:Я, так что для 
проекции Р* на красную прямую бу- 
дет |ОЯ*|=Я \0Р\ |+ц \0Р' 2 I и 


Р' 



| ОР* |0<2* |, откуда следует, что 

|0(?* К | ОР* |. 

Это неравенство, как мы уже от- 
мечали выше, завершает доказатель- 
ство утверждения б). 

И, наконец, обещанный список 
книг. 


Литература 

1. Энциклопедия элементарной матема- 
тики (ЭЭМ), книга пятая — геометрия, М., 
«Наука* , 1966. 

•2. В. Бляшке, Круг и шар, М„ 
«Наука», 1967. 

3. Л. А. Люстср ник, Выпуклые фи- 
гуры и многогранники, М., «Наука», 1966. 

4. И. М. Я г л о м, В. Г. Болтян- 
ский, Выпуклые фигуры, М., «Наука», 195!. 

5. И. М. Яглом, Проблема тринад- 
цати шаров, Киев, «Вища школа», 1975. 


Ходом коня 


Шахматный конь обошел 
всю доску и вернулся на 
исходное поле. Восстанови- 
те весь маршрут, если из- 
вестны номера только шест- 
надцати полей доски (я по- 
рядке их обхода конем). 
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Точные квадраты 

[ «11 все же он не п рав» ] 

Эта фраза стала предметом 
глубоких раздумий одного 
любителя головоломок: 

можно ли в ней заменить 
буквы цифрами (одинако- 
вые — одинаковыми, раз- 
ные — разными), чтобы 
каждое слово стало квадра- 
том некоторого натурально- 
го числа? 

Однако поиск решения на- 
столько затянулся, что тре- 
буется ваша помощь. 

Л. Мочалов 
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По страницам школьных учебнике* 


А. Хинчин 

Геометрический 

смысл 

производной 


В девятом хлассе на уроках алгебры вы позна- 
комились с определением производной функ- 
ции. Понятие производной — одно из основ- 
ных в математическом анализе. Мы помещаем 
рассказ о геометрической иллюстрации про- 
изводной, одинаково важной как для анализа, 
так и для геометрии, которой в школе (см. 
«Алгебру 9», п. 52) отведено мало времени. 
Этот рассказ взят нами из «Краткого курса 
математического анализа» известного со- 
ветского математика и педагога Александра 
Яковлевича Хинчина (1894—1959)*). 

Геометрическое изображение функ- 
ций служит чрезвычайно ценным ору- 
дием их исследования, прежде всего 
потому, что многие черты в поведении 
функции, которые трудно было бы 
прочитать при ее задании с помощью 
формулы (а тем более — таблицы), 
на графике выступают с полной на- 
глядностью и отчетливо видны глазу. 
Любая особенность данной функции 
должна при ее графическом изо- 
бражении выступать как некоторое 
геометрическое свойстео изображаю- 
щей кривой. Можно, в частности, 
заранее предвидеть, что чертеж, изо- 
бражающий функцию, дает нам вме- 
сте с тем и наглядное представление 
о ее производной. 

Пусть мы изображаем функцию 
у=1 (х) в декартовой системе коорди- 
нат (х; у) (рис. 1). Отметим на кри- 
вой точки М (х; у) и N (х+Дх; у-\- 
+Дг/). Проведем прямую МР па- 


*) А. Я. Хинчин, « Краткий курс ма- 
тематического анализа », М., Гостехиздат, 
1957 . 


раллельно оси ОХ. Очевидно, в пря- 
моугольном треугольнике МЫР кате- 
тами служат МР= Ах и ЫР=Ыу. По- 
А у 

этому отношение равно тангенсу 

угла ср, образуемого хордой МЫ с по- 
ложительным направлением оси ОХ. 

Заставим теперь Дх стремиться 
к нулю. При этом точка М бууіет оста- 
ваться неподвижной, а точка N — 
неограниченно приближаться к ней. 
Хорда МЫ будет изменять свое на- 
правление, причем в каждый момент 
этого процесса угловой коэффициент 
этой хорды — 


если данная функция имеет производ- 
ную в точке х, т. е. если существует 


Нт **- = /' (*) = »'. 


Дх-> О 


то геометрически это означает, что 
направление хорды МЫ стремится 
при этом к некоторому предельному 
направлению МТ, образующему с 
положительным направлением оси ОХ 
угол а, причем 

1§а = 1іт1§Ф = 1іт ^- = у'- (1) 

Дх— 0 Дх-О а * 

Прямую МТ, которую чисто геомет- 
рически можно определить как пре- 
дельное положение секущей МЫ, сое- 
диняющей точку М с безгранично при- 
ближающейся к ней другой точкой Ы 
данной кривой, называют каса- 
тельной к данной кривой в точ- 
ке М. Равенство (1) показывает,” что 
производная функции /(х) в точке х 
равна угловому коэффициенту каса- 
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тельной к соответствующей кривой 
в точке с абсциссой х. Если, как это 
обычно делается, считать (в хорошем 
согласии с нашим наглядным пред- 
ставлением), что направление каса- 
тельной характеризует нам направле- 
ние самой кривой в данной точке, то 
мы непосредственно видим, что если 
кривая (с возрастанием х, т. е. слева 
направо) поднимается, то произ- 
водная ее неотрицательна, и чем кру- 
че подъем, тем больше величина произ- 
водной; напротив, там, где кривая 
(слева направо) опускается, произ- 
водная неположительна, причем и 
здесь абсолютная величина производ- 
ной тем больше, чем круче спуск. 

Найденный нами геометрический 
образ производной позволяет нагляд- 
но разобраться и в примерах отсут- 
ствия производной. Рисунок 2 дает 
нам график функции у= \х |, а ри- 
сунок 3 — функции У = х $ іп — . В пер- 
вом случае линия у= \х | при х=0 
имеет определенное направление впра- 
во и определенное направление вле- 
во, но эти два направления различ- 
ны между собою; во втором случае 

кривая У = х$ іп— в точке х=0 ни 

вправо, ни влево никакого определен- 
ного направления не имеет (отсутствие 
касательной): по мере того, как \х | 
становится все меньше и меньше, 
направление секущей все вновь и 
вновь колеблется между прямыми у= 
=х и у= — х и потому не может стре- 
миться ни к какому предельному на- 
правлению. 

Наконец, с точки зрения геомет- 
рической интерпретации производ- 
ной легко понять, почему так долго 
господствовала уверенность в том, 
что всякая непрерывная функция дол- 


Рис. 3. 

жна иметь производную (кроме, мо- 
жет быть, некоторых особых точек): 
действительно, очень трудно пред- 
ставить себе непрерывную кривую, 
которая ни в одной трчке не имела 
бы касательной; и даже теперь, когда 
существование таких кривых твердо 
установлено, мы лишь весьма приб- 
лизительно можем представить себе 
их течение; такая кривая в соседстве 
каждой своей точки расположена при- 
мерно так, как кривая рисунка 3 в 
соседстве точки О. Как бы то ни бы- 
ло, такие кривые существуют, и от- 
крытие их было в истории математики 
одним из самых ярких примеров того, 
как интуиция, господствовавшая це- 
лыми веками, может все же оказать- 
ся ошибочной. 

Заметим еще, что знание величины 
производной у' в точке х, очевидно, 
позволяет нам элементарными приема- 
ми построить касательную к кривой у= 
=І (х) в точке М. Элементарная гео- 
метрия учит нас строить касатель- 
ные к окружностям, в аналитической 
геометрии мы учимся находить ка- 
сательные ко всем кривым второго 
порядка, но только дифференциаль- 
ное исчисление позволяет поставить 
и решить общую задачу о проведении 
касательной к произвольной кривой 
в любой данной ее точке. 

А теперь в качестве упражнений 
мы предлагаем читателям несколько 
задач на касательные к кривым. 

Задачи 

4х 

1. У параболы у = ^ — проведены 

касательные в точках (0; 0), (2; 1), (4; 0). 
Найти их углы наклона к оси Ох. (9 кл.) 

2. Найти угол наклона касательной к 
гиперболе ху=а г в точке ( а ; а). (9 кл.) 

3. а) Под каким углом кривая у = Іп х 
пересекает ось Ох? 
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б) Тот же вопрос для синусоиды у— 
= 8ІП X. (10 кл.) 

4. При каком а кривая у=а х пересекает 
ось Оу под углом 45°? 

5. Под каким углом пересекаются с осью 
Оу кривые 

у=8іп х"1/з "> у = > *=у=Г- 


6. При 
ах — х 3 


«/ = — 4 


каком значении а кривая 
пересекает ось Ох под углом 45°? 


(9—10 кл.) 


Построение касательных 

Обозначим через Р проекцию точки касания 
М (х; у) на ось ОХ, а через К — точку, в ко- 
торой касательная пересекает ось ОХ 
(рис. 4). Отрезок КР называется подкаса- 
тельной. Из прямоугольного треугольника 


КРМ (см. рис. 4Т получаем: | АГР |- |(§а |= | у | 
или, поскольку 16®=“/'. 



7. а) Определив длину подкасательной 
к параболе у— ах 3 4 5 6 . Дать способ построения 
касательной (см. пример 2, п. 52, «Алгебра 
9»). 

б) То же для кривой у= х*. (9 кл.) 

8. Доказать, что кривая у='а х имеет 
подкасательную постоянной длины и дать 
способ построения касательной к этой кри- 
вой. (10 кл.) 

9. Доказать, что касательная к гипер- 
боле ху=а г образует с осями координат тре- 
угольник постоянной площади 2а 2 . (9 кл.) 

Из задачи 9 вытекает интересное свойст- 
во гиперболы. Гипербола является огибаю- 
щей прямых, отсекающих от прямого угла 
треугольники данной площади 8, то есть 
гипербола касается всех таких прямых 
(рис. 5). 


(Начало см. с. 20) 

2. Каждая грань куба выкрашена в не- 
который цвет. Докажите, что если использо- 
вать лишь два цвета, то найдутся две смеж- 
ные грани (примыкающие к одному ребру), 
которые окрашены в один цвет. Верно ли 
это для октаэдра? 

3. Докажите, что если ни одно из чисел 

а, а + д, а + 2д, .... а (п — \)д 

не делится на п, то числа д и п не являются 
взаимно простыми. 

4. Докажите, что для любого натураль- 
ного т существует число, записываемое (в де- 
сятичной системе) единицами и нулями, де- 
лящееся на т. 

5. Существует ли такое натуральное п, 
что л-значное число, записываемое (в де- 
сятичной системе) одними единицами, делит- 
ся ма 1977? 

6. Из клетчатой бумаги вырезан квад- 
рат 14Х 14 и в каждой его клетке записано 
какое-либо из чисел 1, 2, ..., 1977. Докажите, 
что существуют такие прямоугольники Р 
и '0, вершины которых находятся в центрах 
клеток, что сумма чисел, записанных у вер- 
шин прямоугольника Р, равна сумме чисел, 
записанных у вершин прямоугольника 0. 


7. Докажите, что, имея на руках 100 де- 
нежных купюр двух различных достоинств, 
можно купить некоторое число 101-рублевых 
вещей без сдачи. 

8. Даны 1 1 действительных чисел, каж- 
дое из которых больше нуля, но меньше еди- 
ницы. Докажите, что из них можно выбрать 
два таких числа а, Ь, что число 1 — а + Ь за- 
писывается либо в . виде конечной десятич- 
ной дроби, либо в виде' бесконечной десятич- 
ной дроби, запись которой содержит беско- 
нечно много нулей. 

9. Даны три натуральных числа а, Ь, с, 
причем а и Ь взаимно просты. Докажите, что 
существует натуральное п, для которого 
пЬ -+- с делится на а. 

10. Докажите следующее обобщение 
принципа Дирихле: если пк+ 1 зайцев раз- 
мещены в п клетках, то найдутся к -|- 1 
зайцев, которые посажены в одну клетку 
(п, к — натуральные числа). 

11. У человека на голове не более 300 000 
волос. Докажите, что в Москве найдутся 
25 человек, у которых число волос на голове 
одинаково. (Население Москвы — более 8 
миллионов человек.) 

(Окончание см. с. 42) 
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«Квант» для младших школьников 



Задачи 

1. а) Два чудака строят на бес- 
конечном листе бумаги в клетку ло- 
маную, прибавляя по очереди с лю- 
бой стороны одно ребро длины 1, 
причем проходить дважды по одному 
отрезку запрещается. Чудак, не имею- 
щий возможности сделать ход, про- 
игрывает. Докажите, что первый чу- 
дак может не проиграть, а второй 
чудак не может проиграть. 

б) Два чудака продолжают играть. 
Теперь они по очереди режут волей- 
больную сетку п х п ячеек, разре- 
зая каждый раз по одной нитке. 
Чудак, после разреза которого сетка 
распадается на два куска, проигры- 
вает. Кто выигрывает? 

2. Некоторое число при делении 
на 1976 и на 1977 дает в остатке 76. 
Какой остаток даст это число при 
делении на 39? 

3. Шахматная фигура «кентавр» 
ходит как конь, но не может ходить 
на два поля вверх и одно направо, а 
также на два поля вниз и одно нале- 
во. Может ли кентавр обойти всю 
шахматную доску, побывав на каж- 
дом поле только по одному разу, и 
вернуться на исходную клетку? 

4. * На самом левом поле клетча- 
той полосы ІХІ977 лежат три пуго- 
вицы. Саша и Люся играют в следую- 
щую игру: каждый из них может пе- 
ренести любую пуговицу (но только 
одну за ход) вправо на любое число 
полей. Проигрывает тот, кому некуда 
ходить. Докажите, что Люся, начи- 
ная, может обеспечить себе победу. 

5. Имеется квадратный участок 
леса со стороной 1 км. Лес состоит из 
деревьев диаметром 50 см. Таня вЪіяс- 
нила, что через этот лес нельзя прой- 
ти ни по какой прямой с одной сто- 
роны на противоположную. Дока- 
зать, что в лесу не менее двух тысяч 
деревьев. 
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Ю. Данилов 

Головоломки 
художника Громова 


<г Прогулка по зоологическому саду — 
не зоология в учебном смысле слова. 
Однако мне кажется, что нужно сна- 
чала заинтересоваться животными, а 
потом уже заниматься их классифи- 
кацией и анатомией. Сад открыт для 
всех, в том числе и для тех, кто 
смотрит на животных только для 
развлечения. Поэтому не беда, если 
кто-нибудь скажет, что мои картин- 
ки — не математика. Кто их пересмот- 
рит с начала до конца, тот, быть мо- 
жет, подметит то общее, что их 
объединяет, а это и есть математика». 

Гуго Штейнгауз 
(предисловие в книге 
«Математический калейдоскоп»). 

Начнем с игры 

Взгляните на фигурки, изображен- 
ные на с. 40 — 41. Чтобы превра- 
тить любую из них в любую другую 
(например, сделать из бегемота слона, 
из страуса — носорога, из охотни- 
ка — преследуемого им зверя), вовсе 
не нужно быть магом и волшебником 
или обращаться за помощью к Гасану 
Абдурахману Ибн-Хоттабу, именуе- 
мому также Хоттабычем. Все эти 
фигурки составлены из деталей не- 
обычного конструктора — частей 
квадрата, разрезанного так, как по- 
казано на рис. 1. (Каждую часть в 
случае необходимости разрешается 
переворачивать оборотной стороной 
вверх.) 

Придумал этот способ раскроя 
квадрата и выразительные фигурки, 
которые можно построить из «кусков», 
художник Александр Илларионович 
Громов. В 1930 году Государствен- 


ное издательство выпустило 5 его 
небольших книжечек-головоломок: 
«Индеец», «Паровоз», «Завод», «Пе- 
тух» и «Дом». Изданные небольшим 
тиражом, эти увлекательные книж- 
ки-игры давно разошлись й стали 
библиографической редкостью. В 
этом номере мы знакомим читателя 
с фигурками из книжки А. Громова 
«Индеец». 

Головоломки А. Громова — бли- 
жайшие родственники известной игры 
«танграм», которой посвятили нема- 
ло замечательных страниц своих 
произведений классики заниматель- 
ной математики Сэм Лойд и Генри 
Дьюдени. О танграме, других голо- 
воломках, связанных с составлением 
фигурок из частей ■рсобым образом 
разрезанной исходной фигуры, и их 
общем далеком предке — игре «сто- 
махион», которая была известна еще 
Архимеду, мы расскажем в следую- 
щих номерах «Кванта». 

Составляя фигурки, изображен- 
ные на с. 40 — 41, или придумывая 
свои собственные способы раскроя 
квадрата и композиции *), наши чи- 
татели (и даже их младшие братья 
и сестры, еще не успевшие познако- 
миться с такой серьезной и древней 


*) Редакция «Кванта» обращается к чита- 
телям с просьбой прислать наиболее удачные' 
из придуманных ими фигурок. Лучшие ком- 
позиции будут опубликованы, а их авторы 
премированы годовой подпиской на «Квант». 



Рис. 1. 
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наукой, как геометрия), по существу, 
будут заниматься доказательством 
теорем о равносоставленных фигурах. 
Не беда, что эти геометрические фи- 
гуры называются несколько необыч- 
но: занимался же Иоганн Кеплер 
вычислением объема «яблока», «зем- 
ляники», «сосновой шишки» и «турец- 
кой чалмы». 

Немного науки 

Изучением различных расположений 
фигур и, в частности, преобразова- 
ниями равносоставленных фигур за- 
нимается специальный раздел гео- 
метрии — комбинаторная геометрия. 

Важная теорема комбинаторной 
геометрии плоскости, доказанная в 
тридцатых годах XIX века венгер- 
ским математиком Фаркашем Бойяи 
(отцом одного из создателей неев- 
клидовой геометрии — Яноша Бойяи) 
и, независимо от него, немецким ма- 
тематиком Гервином, утверждает, что 
любые два равновеликих 
(имеющих одинаковую площадь) мно- 
гоугольника равносоставле- 
н ы, т. е. один из них допускает 
разбиение на части, из которых мож- 
но составить другой многоугольник. 
Любопытно, что для пространства 


аналогичная теорема не верна: как 
доказал в начале XX века немецкий 
математик Ден, существуют равно- 
великие (имеющие равные объемы), 
но не равносоставленные многогран- 
ники. Элементарному доказательству 
теорем Бойяи — Гервина и Дена по- 
священа брошюра В. Г. Болтянского 
«Равновеликие и равносоставленные 
фигуры», выпущенная в 1956 году 
Гостехиздатом в серии «Популярные 
лекции по математике». 

Теорема Бойяи — Гервина при- 
надлежит к числу так называемых 
чистых теорем существования: она 
ничего не говорит о том, как найти 
разбиение одного из равновеликих 
многоугольников на части, из кото- 
рых можно составить другой много- 
угольник. Долгое время не существо- 
вало общих методов, позволяющих 
находить нужные разбиения, и по- 
иском их занимались не столько гео- 
метры, сколько «старатели от мате- 
матики», которым иногда удавалось 
найти поистине удивительные по 
красоте «самородки». Например, 
Генри Дьюдени сумел разрезать 
квадрат на четыре части, из которых 
можно составить равносторонний 
треугольник (рис. 2). 

Ныне здравствующий экспертАвст- 
ралийского Патентного бюро Гарри 
Линдгрен, разработав общие методы 
решения широких классов задач на 
разрезание, сумел превратить гео- 
метрию разрезаний из хаотического 
набора отдельных фактов в науку. 
Книга Гарри Линдгрена «Занима- 
тельные задачи на разрезание» скоро 
выйдет в издательстве «Мир». 


(Окончание. Начало см. с. 20, 37) 

12. Даны восемь целых чисел а,, а,, ... 
.... а 8 , причем 0<а]<...<а 8 <16. Докажи- 
те, что для некоторого к из данных восьми 
чисел можно выбрать не менее трех пар 
( а /, ар, связанных соотношением а; — а ; '=6. 

13. Докажите, что каковы бы ни были 
натуральные а, т, остатки от деления чисел 
а, о 2 , а 3 , .... а п , ... на т периодически повто- 
ряются. 

14. Имеется набор из 4 п положительных 
чисел. Известно, что из любых четырех по- 
парно различных чисел этого набора можно 
составить геометрическую прогрессию. До- 
кажите, что в наборе найдутся п одинаковых 
чисел. 


15. Докажите, что из 990 различных на- 
туральных чисел, не превосходящих 1977, 
можно выбрать три числа, сумма двух из ко- 
торых равна третьему. Можно ли здесь умень- 
шить число 990? 

16. В вершинах выпуклого 65-угольни- 
ка написаны различные натуральные числа, 
каждое из которых не превосходит 1977. До- 
кажите, что найдутся две диагонали, для ко- 
торых разности чисел, написанных у их кон- 
цов, одинаковы. 

17. Пусть а и .... а п — натуральные чис- 
ла, причем а 1 <...<а„^2п. Докажите, что 
если наименьшее общее кратное любых из 

2 п 

этих двух чисел больше 2 п, то а, > -д- . 
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Строфоида 


На второй странице облож- 
ки вы видите кривую, кото- 
рую называют строфоидой*). 
Впервые строфоиду иссле- 
довал в 1645 г. Эванджелиста 
Торричелли (1608—1647)**). 
Позднее эту замечательную 
кривую изучали И. Барроу 
(учитель И. Ньютона) и дру- 
гие математики. 

Можно дать разные рав- 
носильные определения и со- 
ответствующие построения 
строфоиды. Одно из таких 
построений и предлагается 
на второй странице обложки. 
Здесь были проведены на 
равных расстояниях друг от 
друга три параллельные пря- 
мые и перпендикуляр к ним. 
Из крайней сверху точки пе- 
ресечения прямых проведен 
вправо произвольный луч. 
Рассматриваем окружность с 
центром в точке пересече- 
ния этого луча со средней 
из параллельных прямых, 
касающуюся перпендикуля- 
ра. Точки пересечения луча 
с этой окружностью принад- 


*) Слово «строфоида» 
производят от греческого сло- 
ва атрофі] («поворот»). Есть 
и более изящное толкование: 
«строфос» по-гречески озна- 
чает «пояс с петлей для 
меча». 

**) Ученик и последова- 
тель Галилея, Торричелли 
после смерти учителя зани- 
мал в Тоскане его должность 
и продолжал его работу. 
Успев прославиться как вы- 
дающийся физик (ему при- 
надлежат, в частности, от- 
крытие так называемой тор- 
ричеллиевой пустоты и за- 
кон истечения жидкости че- 
рез боковую стенку сосуда), 
Торричелли последние годы 
своей короткой жизни много 
времени уделял и матема- 
тике. 





лежат строфоиде. Множество 
всех полученных таким спо- 
собом точек с добавленной 
точкой, из которой проводят- 
ся лучи, и есть строфоида. 

Другой способ построе- 
ния строфоиды предлагает- 
ся на рисунке 1. Здесь видны 
парабола и множество ок- 
ружностей — центр каждой 
из них принадлежит пара- 
боле; все они проходят через 
точку пересечения директ- 
рисы*) параболы с ее осью. 
Кривая, касающаяся всех 
этих окружностей, и есть 
строфоида. 

Третий способ построе- 
ния строфоиды — кинемати- 
ческий; он использует под- 
вижной «синий» прямоуголь- 
ный треугольник Ж?/?, у 

А 

которого />/?(?= 60°. На пло- 
скости задается прямая и 
точка А (рис. 2). Расстояние 
\АВ | точки А от прямой 
равно | . Когда точка /? 
скользит по прямой так, 
что точка А остается принад- 
лежащей большему катету, 
вершина прямого угла <3 
описывает «синюю» дугу стро- 
фоиды. «Красную» дугу стро- 
фоиды, симметричную первой 
относительно АВ, можно по- 
лучить, перевернув «синий» 
треугольник (с другой сто- 
роны он «красный)». В^яв 
больший по линейным раз- 
мерам прямоугольный тре- 
угольник, получаем соответ- 
ственно более протяженную 
дугу строфоиды. 

Попробуйте убедиться в 
том, что три описанных спо- 
соба построения дают одну 
и ту же кривую. В этом вам 
может помочь рисунок 3, 
на котором изображена уже 
знакомая вам парабола с 
фокусом в точке А, М — 
произвольная точка пара- 
болы, прямая МС касается 
параболы в точке М, С — 
точка пересечения касатель- 
ной с директрисой, ЛИ? — 
перпендикуляр к директрисе. 
Виден прямоугольный тре- 
угольник Вершина пря- 
мого угла <3 описывает дугу 
строфоиды. Одним из этапов 
доказательства может слу- 
жить выяснение того факта, 
что треугольники АВС и 
К(}С симметричны относи- 
тельно МС. 

В . Березин 

*) См. статью И. Н. Брон- 
штейна «Парабола» («Квант», 
1975, № 4). 
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Практикум абитуриента 


Ф Программа к, „а _ 

по математике 

для поступающих в вузы в 1977 году 


ОБЩИЕ УКАЗАНИЯ 

На экзамене по математике поступающий в высшее учебное заведение должен показать: 

а) четкое знание математических определений и теорем, предусмотренных програм- 
мой, умение доказывать эти теоремы; 

б) умение точно и сжато выражать математическую мысль в устном и письменном 
изложении, использовать соответствующую символику; 

в) уверенное владение математическими знаниями и навыками, предусмотренными 
программой, умение применять их при решении задач. 

Программа по математике для поступающих в высшее учебное заведение в 1977 го- 
ду состоит из двух вариантов: варианта «А» и варианта «Б». Вариант «А» предназна- 
чен для абитуриентов, окончивших школу в 1977 году (обучавшихся 10 лет по новой 
программе). Вариант «Б» — для всех остальных лиц, имеющих законченное среднее об- 
разование*. Вариант «Б» здесь не приводится. 

Каждый вариант программы состоит из трех разделов. Первый из них представляет 
собой перечень основных математических понятий и фактов, которыми должен вла- 
деть поступающий (уметь правильно их использовать при решении задач, ссылаться 
при доказательстве теорем). Во втором разделе указаны теоремы, которые необходимо 
уметь доказывать, и формулы, которые надо уметь выводить. Содержание теоретиче- 
ской части экзаменов должно черпаться из этого раздела. В третьем разделе охаракте- 
ризованы основные математические умения и навыки, которыми должен владеть экза- 
менуемый. 


ВАРИАНТ «А» 

I. ОСНОВНЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ПО- 
НЯТИЯ И ФАКТЫ 

Арифметика, алгебра, начала анализа 

1. Множество, элемент множества; 
подмножество, объединение и пересечение 
множеств. 

2. Множества натуральных, целых, ра- 
циональных и действительных чисел. Соот- 
ношения между ними. 

3. Натуральные числа. Простые и со- 
ставные числа. Делитель, кратное. Общие 
делители. Общее наименьшее кратное. 

4. Признаки делимости на 2, 3, 5 и 10". 

5. Действительные числа, их представ- 
ление в виде десятичных дробен. Сравнение 
действительных чисел. 

6. Числовые промежутки. Модуль (аб- 
солютная величина) действительного числа 
и его геометрический смысл. 

7. Числовые выражения. Выражения с 
переменными. Тождественно равные выра- 
жения. Формулы сокращенного умножения. 

8. Степень с натуральным показателем. 
Одночлен и многочлен. Стандартный вид 
многочлена. 

9. Многочлен с одной переменной. Ко- 
рень многочлена. 

10. Функция. Способы задания функ- 
ции. Область определения, множество зна- 


чений функции. Функция, обратная данной. 

11. Числовые функции. График число- 
вой функции. Возрастание и убывание функ- 
ций; периодичность, четность, нечетность. 

12. Экстремум числовой функции. На- 
ибольшее и наименьшее значение числовой 
функции на промежутке. Необходимое ус- 
ловие экстремума функции (теорема Фер- 
ма). 

13. Основные числовые функции: линей- 
ная, квадратичная (у = ах*+Ьх+с), сте- 
пенная ( у = ах п , Пб2), показательная 
(у = а х , а> 0), логарифмическая; тригоно- 
метрические фуНКЦИИ (1/ = 5ІП X, у = С05Х, 
у= Ідх); арифметический корень 

п 

у = Ѵх ( п е N1. 

14. Числовые последовательности. Пре- 
дел числовой последовательности. 

15. Арифметическая и геометрическая 
прогрессии. 

16. Уравнение. Множество решений 
уравнения. График уравнений с двумя пе- 
ременными. Равносильные уравнения. 

17. Неравенства. Множество решений 
неравенства. Равносильные неравенства. 

18. Системы уравнений и неравенств. 
Решение системы. Множество решений си- 
стемы. Равносильные системы. 

19. Предел функции. Непрерывность 
функции. 
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20. Производная. Производная обратной 
функции. Производная сложной функции. 

21. Первообразная. Интеграл как при- 
ращение первообразной. 

22. Перестановки. Размещения. Сочета- 
ния. 

23. Натуральная степень бинома (фор- 
мула Ньютона). 

Геометрия 

1. Геометрическая фигура как множе- 
ство точек. Прямая, луч, отрезок, ломаная; 
длина отрезка. Угол, величина угла. Вер- 
тикальные и смежные углы. Окружность, 
круг. Параллельные прямые, направление. 

2. Перемещения. Виды перемещения. 
Осевая и центральная симметрия. Парал- 
лельный перенос. Поворот. Конгруэнтность 
фигур. 

3. Векторы. Операции над векторами. 
Коллинеарные векторы. Компланарные век- 
торы. 

4. Выпуклые фигуры. Многоугольник, 
его вершины, стороны, диагонали. Оси и 
центры симметрии многоугольников. 

5. Треугольник. Его медиана, биссек- 
триса, высота. Виды треугольников. Средняя 
линия треугольника. 

6. Четырехугольники: параллелограмм, 
прямоугольник, ромб, квадрат, трапеция. 
Средняя линия трапеции. 

7. Окружность и круг. Центр, хорда, 
диаметр, радиус. Касательная к окружнос- 
ти. Дуга окружности. Сегмент и сектор. 

8. Центральные и вписанные углы. 

9. Вписанные и описанные многоуголь- 
ники. Правильные многоугольники. Выраже- 
ние стороны правильного многоугольника 
через радиус описанной около него окруж- 
ности. 

10. Площадь многоугольника. Формулы 

площади: треугольника, прямоугольника, 

параллелограмма, ромба, квадрата, трапе- 
ции, правильного многоугольника (через 
радиус описанной около него окружности). 

11. Длина окружности и площадь кру- 
га. Длина дуги окружности и площади сек- 
тора. 

12. Преобразование гомотетии. Подо- 
бие. Гомотетичные и подобные фигуры. От- 
ношение площадей подобных фигур. 

13. Плоскость. Параллельные и пересе- 
кающиеся плоскости. 

14. Параллельность прямой и пло- 
скости. 

15. Направление в пространстве. Угол 
между двумя направлениями. Угол между 
двумя скрещивающимися прямыми. 

16. Угол прямой с плоскостью. Перпен- 
дикуляр к плоскости. 

17. Двугранные углы. Линейный угол 
двугранного угла. Перпендикулярность двух 
плоскостей. 

18. Многогранники. Их вершины, ребра, 
грани, диагонали. Прямая и наклонная 
призма; пирамида. Цравильная призма и 
правильная пирамида. Параллелепипед. 
Прямоугольный параллелепипед. Куб. 

19. Фигуры вращения: цилиндр, конус, 
сфера, шар. Центр, диаметр, радиус сферы 
и шара. Плоскость, касательная к сфере. 


20. Площадь поверхности и объем мно- 
гогранников и фигур вращения. 

II. ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ и 
ТЕОРЕМЫ 

Алгебра и начала анализа 

1. Свойства функции у—ах + Ьн 
ее график. 

2. Свойства функции у= ~ и ее 
график. 

3. Свойства функции у=ах 2 + 
-\-Ьх-\-с и ее график. 

4. Формула корней квадратного 
уравнения. 

5. Теорема Виета (прямая и об- 
ратная). 

6. Разложение квадратного трех- 
члена на линейные множители. 

7. Свойства числовых неравенств. 

8. Формула п-то члена и суммы п 
первых членов арифметической про- 
грессии. 

9. Формула п- го члена и суммы п 
первых членов геометрической про- 
грессии. 

10. Сумма бесконечно убываю- 
щей геометрической прогрессии. 

1 1. Свойства показательной функ- 
ции. 

12. Свойства логарифмической 
функции. 

13. Логарифм произведения, сте- 
пени, частного. 

14. Свойства функции г/ = зіп х и 
у= со5 хи их графики. 

15. Свойства функции у = х и 
ее график. 

16. Решение уравнений вида 

зіп х=а, со5 х=а, х = а. 

17. Зависимости между тригоно- 
метрическими функциями одного и 
того же аргумента. 

18. Формулы приведения. 

19. Формулы синуса, косинуса, 
тангенса суммы двух аргументов. 

20. Тригонометрические функции 
двойного и половинного аргумента. 

21. Теорема о единственности 
предела сходящейся последователь- 
ности. 

22. Теорема о пределе суммы 
двух сходящихся последовательно- 
стей. 

23. Необходимое условие сходи- 
мости последовательностей. 

24. Теорема о непрерывности 
дробно-рациональной функции. 
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25. Производная суммы двух 
функций. 

26. Производная произведения 
двух функций. 

27. Производная частного двух 
функции. 

28. Производные функций: у = 
= 5ІП X, у = С05 х, у = 1§ х, у = а х , 

У= 1о§а х. 

29. Достаточное условие экстре- 
мума функции. 

30. Теорема об общем виде всех 
первообразных данной функции. 

31. Число перестановок. 

32. Число размещений. 

33. Число сочетаний. 

34. Число всех подмножеств мно- 
жества, состоящего из п элементов. 

Геометрия 

1. Свойства равнобедренного тре- 
угольника. 

2. Свойства точек, равноудален- 
ных от концов отрезка. 

3. Признаки параллельности пря- 
мых. 

4. Сумма углов треугольника. 
Сумма внутренних углов выпукло- 
го многоугольника. 

5. Свойства средних линий тре- 
угольника и трапеции. 

6. Центр симметрии параллело- 
грамма. 

7. Признаки параллелограмма. 

8. Свойство серединного перпен- 
дикуляра к стороне прямоугольника. 

9. Существование окружности, 
описанной около треугольника. 

10. Существование окружности, 
вписанной в треугольник. 

11. Свойство касательной к ок- 
ружности. 

12. Измерение угла, вписанного 
в окружность. 

13. Признаки подобия треуголь- 
ников. 

14. Теорема Пифагора. 

15. Теорема косинусов. 

16. Теорема синусов. 

17. Формула площадей паралле- 
лограмма, треугольника, трапеции. 

18. Признак параллельности пря- 
мой и плоскости. 

19. Признак параллельности пло- 
скостей. 

20. Разложение вектора по трем 
некомпланарным векторам. 


21. Признак перпендикулярности 
прямой и плоскости. 

22. Теорема о трех перпендику- 
лярах. 

23. Признак перпендикулярности 
двух плоскостей. 

24. Свойство середины диагона- 
ли параллелепипеда. Следствия. 

25. Свойство диагонали прямо- 
угольного параллелепипеда. 

26. Формулы площади поверхно- 
сти и объема призмы. 

27. Формулы площади поверхно- 
сти и объема пирамиды. 

28. Формулы площади поверхно- 
сти и объема цилиндра. 

29. Формулы площади поверхно- 
сти и объема конуса. 

30. Формула объема шара. 

31. Формула площади сферы. 

ІИ. ОСНОВНЫЕ УМЕНИЯ 

Экзаменующийся должен уметь: 

1. Производить арифметические дей- 
ствия над числами; округлять числа с за- 
данной точностью. Производить действия 
над приближенными значениями с исполь- 
зованием практических приемов; пользо- 
ваться таблицами. 

2. Проводить тождественные преобразо- 
вания многочленов, дробей, содержащих пе- 
ременные, выражений, содержащих ква- 
дратные корни, показательные, логарифми- 
ческие и тригонометрические функции; 
уметь объяснять, на каком множестве уста- 
новлено тождественное равенство выраже- 
ний. 

3. Строить графики функций, указан- 
ных в программе; исследовать функции с 
помощью производной; решать задачи на 
нахождение экстремальных значений; ре- 
шать задачи на вычисление площадей кри- 
волинейных трапеций с помощью первооб- 
разных. 

4. Решать уравнения и неравенства 
первой и второй степени и уравнения и не- 
равенства, приводящиеся к ним; решать си- 
стемы уравнений и неравенств первой и вто- 
рой степени и приводящиеся к ним. 

5. Решать задачи на составление урав- 
нений и систем уравнений, решать комбина- 
торные задачи. 

6. Изображать геометрические фигуры 
на чертеже, и производить простейшие по- 
строения на плоскости, строить сечения мно- 
гогранников и фигур вращения и простей- 
ших их комбинаций. 

7. Проводить операции над векторами 
(сложение, вычитание, умножение на число, 
скалярное умножение) и пользоваться свой- 
ствами этих операций. 

8. Использовать геометрические пред- 
ставления при решении алгебраических за- 
дач и задач из начал анализа; использовать 
методы алгебры и начал анализа при реше- 
нии геометрических задач. 
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И. Габовт 

Конусы 
в каркасах 

При решении задач на комбинацию 
конусов порой бывает трудно пред- 
ставить себе их расположение в про- 
странстве. Если же заключить рас- 
сматриваемые конусы в «каркасы» (фи- 
гуры, образованные ребрами много- 
гранников), то пространственное вос- 
приятие конусов облегчается. При 
этом объект задачи становится более 
«осязаемым» и путь к решению на- 
ходится проще, быстрее, что особен- 
но важно для абитуриента. Сначала 
докажем одну теорему. 

Теорема. Около конуса, ве- 
личина угла в осевом сечении которого 
меньше л/2, можно описать пирами- 
ду, у которой основанием является 
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равнобедренный треугольник, а бо- 
ковое ребро, проходящее через вершину 
этого треугольника, перпендикуляр- 
но к противоположной боковой грани. 

Доказательство. Про- 
ведем в конусе произвольное осевое 
сечение Л5Д (рис. 1). В плоскости 
основания конуса проведем касатель- 
ную т к основанию конуса в точке В. 
В плоскости осевого сечения А8В 
восставим перпендикуляр к образую- 
щей 8В в точке 5 до пересечения с 
продолжением \ВА] в точке С. Поско- 
льку Л5В<л/2, точка С находится 
вне конуса (на продолжении \ВА ]). 
Теперь из точки С проводим касатель- 
ные к основанию конуса до пересече- 
ния с прямой т в точках Пи Е ( М , 
N — точки касания). 

Через пересекающиеся прямые СЕ 
и С5, СП и С5, 8В и. ПЕ проводим 
плоскости и получаем пирамиду 
5СПЕ, описанную около конуса *). 
Так как в треугольнике СПЕ высота 
СВ является также и биссектрисой, 
то этот треугольник равнобедренный. 
Легко показать, что грань 5ПЕ так- 
же является равнобедренным тре- 
угольником (| 8Е |= |5П |). 

Таким образом, построенная нами 
пирамида 5СПЕ является искомой. 
Такую пирамиду условимся назы- 
вать каркасной Для данного конуса. 
Легко доказать, что каркасные пи- 
рамиды конгруэнтных конусов кон- 
груэнтны. 

Теперь перейдем к задачам. 

Пример 1 (МГУ, физфак, 
1970). Два конгруэнтных прямых кру- 
говых конуса с общей вершиной 8, 
высотой Н и радиусом основания В 
(РСН) касаются друг друга и пло- 
скости Р. Пусть I — прямая, по 
которой пересекаются плоскости ос- 
нований конусов. Вычислить величину 
угла между прямой I и плоскостью Р. 

Из соотношения Р<Н следует, что 
величина угла при вершине в осевом 
сечении конуса меньше я/2. Опишем 
около каждого конуса каркасную пи- 
рамиду так, чтобы они имели общую 
грань (см. рис. 2): [55 ] — общая 


*) Напомним, что пирамида называется 
описанной около конуса, если основание пи- 
рамиды описано около основания конуса, 
а вершины пирамиды и конуса совпадают. 
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Рис. 2. 

сторона оснований, [23 ] — общая 
высота пирамид, боковое ребро 2В 
лежит на прямой /, по которой пере- 
секаются плоскости оснований кону- 
сов. Таким образом, решение данной 

задачи сводится к определению 2В5. 

Из конгруэнтности конусов сле- 
дует, что их основания касаются реб- 
ра 2В в одной и той же точке Р, и 
потому [5Т 7 1 будет общей образующей. 
Ясно, что [26Ш5Л. Следователь- 
но, треугольник 2ЕЗ — прямоуголь- 
ный. Треугольник ЗОЕ также пря- 
моугольный, так как 30 — высота 

конуса. Положим 2В5= <р; тогда и 

25Е=Ц>. Имеем: \ОЕ \=Д\ |50 \—Н\ 

С05<р = [йг (из Д 2ЕЗ). Но |/ г 5 |= 
= |Д5 | как образующие, тогда 

С °5ф = -Ц!{- = С І8 5І2. Из ДЗОЕ: 
сі§5Д2 ^ сі&ЗЕО = ■ Таким об- 
разом, сох ф = ; ф = агссоз -5- . 

х-ч 

Замечание. Если положить 2Е5= 
= Р, то из решения этой задачи получаем 
следующее соотношение: 

соз ф=сі§ (5. (») 

В дальнейшем оно будет нами использовано. 

Пример 2 (МГУ, физфак, 
1965). Два конгруэнтных конуса име- 
ют рбщую вершину и касаются по 
общей образующей. Величина угла в 
осевом сечении конуса равна 2а<я/2. 
Найти величину двугранного угла 
между двумя плоскостями, каждая 
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Рис. 3. 

из которых касается конусов, но не 
проходит через их общую образую- 
щую. 

Заметим, что условие 2а<л/2 дано не 
случайно — иначе задача не имеет решения 
(докажите это самостоятельно). 

Опишем около каждого из кону- 
сов каркасную пирамиду так, чтобы 
их общая грань касалась обоих ко- 
нусов (рис. 3). Высоты пирамид 20 
и 2,0 будут лежать на одной прямой, 
проходящей через общую вершину О 
данных конусов перпендикулярно к 
общему основанию ОБС каркасных 
пирамид; грани 2С0 и 2 г С0 будут 
лежать в одной плоскости, прохо- 
дящей через (22 г ); аналогично лежат 
в одной плоскости грани 2Б0 и 2Д00. 
Конусы касаются по общей образую- 
щей О А и касаются граней 2С2 Х 
и 2Б2 г двугранного угла 22 х . Мы 
получили расположение конусов и 
плоскостей, указанное в условии за- 
дачи. Согласно условию Л0В==“- 
Искомой является величина Дву- 
гранного угла, образованного пло- 

скостями 2С2 Х и 2Б2 Х , то есть СОБ. 

Положим А0С= ф; тогда АС0=' '?■— 
— Ф- Далее легко заметить, что\ ірм- 
моугольные треугольники ОАС и 

ОЕС конгруэнтны, поэтому ЕОО — 

А 

=ЛС0=л/2 — ф. Из соотношения (*) 
(см. выше) следует, что соз (я/2— ср)--= 
=сі§ (л/2 — а), или зіпф=1§а. Зна 

чит, С0Б = 2 агрзіп а. 

Пример 3 (ЛГУ, матмех, 
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Рис. 4. 


1964). На плоскости лежат три кон- 
груэнтных конуса с общей вершиной. 
Каждый из них касается двух рядом 
лежащих. Найти угол при вершине 
осевого сечения одного из этих конусов. 

Нетрудно сообразить, что если 
около каждого из данных конусов 
описать каркасную пирамиду, то по- 
лучится правильная треугольная пи- 
рамида 2АВС , в которую «вписаны» 
три данных конуса; их общая вер- 
шина находится в центре основания 
пирамиды, а основания вписаны в 
боковые грани пирамиды (рис. 4; 
для решения задачи достаточно рас- 
смотреть только один из данных ко- 
нусов). 

Так как пирамида 2.АВС правиль- 
ная, то /?С0=л/6, Как было пока- 
зано выше, 

іб йОО х = со$ БСО = • 

Таким образом, искомый угол ра- 

Ѵз" 

вен 2 агсіё Лр. 

Пример 4 ' (Киевский поли- 
технический институт, 1970). Шесть 
конгруэнтных конусов имеют общую 
вершину, причем каждый из конусов 
имеет с четырьмя другими по одной 
общей касательной. Найти отноше- 
ние суммы объемов конусов к объему 
шара, касающегося плоскостей основа- 
ний всех конусов. 

Для решения этой задачи в каче- 
стве каркаса выберем куб, в центре 
которого находится общая вершина 
конусов, основания конусов вписаны 



в грани куба (рис. 5; изображен толь- 
ко один из конусов). При этом каж- 
дый из шести конусов будет иметь с 
четырьмя другими по одной общей 
касательной, а шар, касающийся ос- 
нования конусов, будет вписан в куб. 
Пусть ребро куба равно а. Тогда объ- 
ем одного конуса 

,, 1 а 2 а я а 3 

Ѵ ~ Т Я Т ' Т = “24 • 

а шести конусов ла 3 /4. Объем шара 
равен ла 3 /6, откуда находим искомое 
отношение; оно равно 3:2. 

Упражнения 

1 (КГУ, мехмат, 1973). Два прямых кру- 
говых конуса, осевое сечение каждого из 
которых образует равносторонний треуголь- 
ник со стороной а, лежат на горизонтальной 
плоскости, касаясь друг друга, имея общую 
вершину. На какой высоте над плоскостью 
находится точка касания оснований этих ко- 
нусов? 

2 (КГУ, мехмат, 1972). Четыре равных 
конуса имеют общую вершину, причем каж- 
дый конус имеет с тремя другими по одной 
общей образующей. Найти отношение суммы 
объемов конусов к объему шара, касающегося 
плоскостей оснований конусов. 

3 (МГУ, физфак, 1967). Даны три пря- 
мых круговых конуса с углом а в осевом се- 
чении и радиусом основания г. Основания 
этих конусов расположены в одной плоскости 
и попарно касаются друг друга внешним об- 
разом. Найти радиус сферы, касающейся всех 
трех конусов и плоскости, проходящей через 
их вершины. 

4 (ЛГУ, мехмат, 1965). На плоскости 
уложены п конгруэнтных прямых конусов, 
имеющих общую вершину в точке, лежащей 
на этой плоскости. Каждый конус касается 
двух других конусов. Найти угол при вер- 
шине в осевом сечении конуса. 
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Э. Турчин 

Как решать задачи 
на механическое 
движение 

Как известно, основной задачей ме- 
ханики является определение поло- 
жения тела в любой момент времени. 
Для решения этой задачи, то есть 
для нахождения координат тела в 
выбранной системе отсчета, надо знать 
начальные координаты и перемеще- 
ние тела. Перемещение можно найти, 
зная начальную скорость и ускорение 
тела в каждый момент. Если извест- 
ны силы, действующие на тело, и эти 
силы не изменяются со временем, то 
ускорение тела определяется непо- 
средственно из второго закона Ньюто- 
на — основного закона динамики. По- 
этому такой путь решения задач на 
механическое движение называется 
динамическим. 

Когда действующие на тело силы 
непостоянны, применение второго за- 
кона Ньютона связано с большими 
математическими трудностями. В та- 
ких случаях удобно воспользоваться 
законами сохранения, и прежде все- 
го, законами сохранения энергии и 
импульса, которые выполняются для 
замкнутых (изолированных ) систем 
тел. При этом конкретный вид закона 
сохранения энергии зависит от того, 
какие силы действуют, между телами 
системы. 

Например, если это силы тяготе- 
ния или упругости, то остается не- 
изменной полная механическая энер- 
гия системы. При наличии трения ме- 
ханическая энергия не сохраняется, 
а ее изменение равно работе сил тре- 
ния. В результате увеличивается вну- 
тренняя энергия системы, так что 
полная энергия, конечно, не изменя- 


ется. Или такой пример — заряжен- 
ная частица движется в электроста- 
тическом поле под действием силы 
Кулона. В этом случае сохраняется 
сумма механической и электроста- 
тической энергий. 

Если же система не изолирована, 
то энергия и импульс могут и не со- 
храняться, причем изменение энер- 
гии равно работе внешних сил, дей- 
ствующих на систему. 

Таким образом, при решении за- 
дач на механическое движение можно 
пользоваться не только динамическим, 
но и энергетическим способом, ос- 
нованном на законах сохранения и 
изменения энергии. Какой способ ре- 
шения выбрать, зависит от вида 
взаимодействий между телами (или 
телами и полями), входящими в си- 
стему, а также от условий данной 
задачи. 

Теперь рассмотрим несколько кон- 
кретных задач. 

Задача 1 . Шайба после удара 

клюшкой приобрела скорость ѵ 0 и на- 
чала скользить по льду. Определить 
расстояние, пройденное шайбой до 
остановки. Сопротивление воздуха не 
учитывать, силу трения считать 
постоянной, коэффициент трения 
шайбы о лед равен р. 

В процессе движения шайба взаи- 
модействует с Землей и льдом. По- 
скольку нас интересует перемещение 
шайбы по поверхности Земли, есте- 
ственно в условиях данной задачи 
Землю, а значит, и лед считать непо- 
движными. 

Принципиально существуют взаи- 
модействия шайбы с другими телами 
(например, с Луной, Солнцем и т. д.). 
Однако их мы учитывать не будем вви- 
ду чрезвычайной малости. 

Проанализируем взаимодействия 
шайбы с Землей и льдом. Между шай- 
бой и Землей существует гравита- 
ционное взаимодействие, мерой ко- 
торого является сила тяжести шайбы 

т% (обозначим через т массу шайбы). 
Взаимодействие шайбы со льдом мож- 
но охарактеризовать силой реакции 

опоры (силой упругости) N и силой 

трения скольжения Е тР . Таким об-' 
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Рис. 1. 

разом, на шайбу действуют три силы, 
то есть ровно столько сил, сколько 
у нее взаимодействий. Ни о каких 
других силах — толчка, броска, дви- 
жения, инерции и т. п., которые, к 
сожалению, нередко указывают аби- 
туриенты, не может быть и речи. 

Так как все взаимодействия ста- 
ционарные (не изменяются со вре- 
менем), то возможны оба способа ре- 
шения — и динамический, и энерге- 
тический. Решим задачу обоими спо- 
собами. 

I. Динамический спо- 
соб. Прежде всего сделаем схема- 
тичный чертеж (рис. 1). Выберем 
систему координат (ХО/), отметим 
параметры начального (х 0 =0, ѵ 0 ) 

и конечного (х = (« |, ѵ — 0) состоя- 
ний шайбы и действующие на нее силы 

(т§, іѴ, Р 1Ѵ ). Шайбу, разумеется, 
будем считать материальной точкой. 

Запишем в проекциях на оси ОХ 
и ОУ известное выражение для мо- 
дуля перемещения |х |: 



2 И 


и второй закон Ньютона: 

N=-^ 1. Н-т|е| = о. 
С учетом уравнения связи 
I ^т Р I = Р I N | 

получим 


2 и 2 Й тр | 2ц |*| 

II. Энергетический 

способ. Рассмотрим замкнутую 

систему шайба — Земля — лед. Внутри 
этой системы действует сила трения 


скольжения. В таком случае изме- 
нение механической энергии системы 
равно работе силы трения: 

{К 4- /7) (/Со + До) = ^тр - 
Относительно неподвижной Земли 
(и льда) кинетическая энергия си- 
стемы в начальный момент равна ки- 
нетической энергии шайбы: 



а в конечный момент она равна нулю: 
К = 0 . 

Потенциальную энергию взаимодей- 
ствия шайбы с Землей естественно 
отсчитывать от поверхности Земли, 
ПОЭТОМУ 

Я 0 = Я = 0. 

Работа силы трения 

А тр= I ^тр I I 2 * * 5 I С05СС = 

= — Ѵ-т | 8 | | 5 |, 
так как а = 180°. 

Тогда окончательно 

0-=!- -ртІбіЙ, и Й-Д-. 

2ц І#І 

Если в систему взаимодействую- 
щих тел не включать лед, то она уже 
не будет замкнутой. Силы реакции 
опоры и трения — внешние силы для 
этой системы, и их работа равна из- 
менению механической энергии си- 
стемы. Поскольку угол между силой 

N и перемещением 5 равен 90°, ра- 
бота этой силы равна нулю, и по- 
прежнему 

К- Ко = А Т р 

(мы уже говорили о том, что П — 
= П 0 = 0). 

Если же рассматривать только 
шайбу, то все действующие на нее 
силы будут внешними. Согласно 
теореме о кинетической энергии ра- 
бота этих сил равна изменению ки- 
нетической энергии шайбы. Работа 
силы тяжести, как и работа силы 
реакции опоры, равна нулю, так что 
выражение для изменения механиче- 
ской энергии аналогично предыду- 
щему. 

Задача 2. Частица с массой 
т и зарядом р движется в электри- 
ческом поле одноименного закреплен- 
ного заряда <? так, что на расстоянии 

Я , ее скорость о, составляет острый 
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угол с линией, соединяющей заряды 
(рис. 2). Определить модуль скорости 

частицы ( | ѵ 2 |), когда она будет на 
расстоянии К 2 от заряда <?. Сопро- 
тивление воздуха и гравитационное 
взаимодействие не учитывать. 

Между движущейся заряженной 
частицей и неподвижным зарядом дей- 
ствует кулоновская сила, которая за- 
висит от расстояния /?. Следователь- 
но, задачу надо решать энергети- 
чески. 

Рассмотрим данную систему 
частица — заряд. Трение в системе 
отсутствует, а электрическое взаи- 
модействие не изменяет полной энер- 
гии этой системы (ускорение движе- 
ния частицы не столь велико, чтобы 
нужно было учитывать излучение 
электромагнитного поля). Таким 
образом, можно воспользоваться за- 
коном сохранения энергии — в дан- 
ном случае кинетической энергии 
движущейся частицы и энергии 
электростатического взаимодействия 
зарядов: 


Отсюда 


N = 
Задача 3 


яЧ 

_ т\ѵ 2 \ г 

, 1 ЯЧ 

!« #1 

2 

^ 4ле 0 Р 2 

Ы 2 

- яЧ 1 

' 1 I \ 


' 2ле 0 т \ 
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Маленький шаі 


ция пружины х 0 , сопротивление 
воздуха не учитывать. 

Известно, что при гармонических 
колебаниях маятника его координа- 
та х, проекция ѵ скорости и проек- 
ция а ускорения изменяются по за- 
конам: 

X = Х 0 С05 ІО 0 (, 

V = ШоХ 0 СОЗ ^0) 0 / -Т 

а — — соо-Со соз со о Л 
Здесь х п — амплитуда колебаний 
(максимальная деформация пружи- 
ны) и со о — частота собственных гар- 
монических колебаний. Для пружин- 
ного маятника 

= V ’ 

где к — жесткость пружины, т — 
масса прилипшего к ней шарика. 

Для замкнутой системы пружи- 
на — шарик можно записать закон 
сохранения механической энергии. 
В начальный момент (см. рис. 3, а) 
шарик обладает кинетической энер- 
гией Д-Ы_, пружина не дефор- 
мирована. В тот момент, когда 
деформация пружины максимальна 
(см. рис. 3, б), ее потенциальная энер- 
го 

гия равна ~ 2 ~, а скорость шари- 


ка равна нулю. 
Таким образом, 


т |р„|« .... кх 1 


и со п — 



Тогда окончательно 



Х = Х 0 СО5 -І-Я-І, 


» = |» 0 |сЦ-^М- = 


катится со скоростью ѵ 0 по гладкой 
горизонтальной поверхности, уда- 
ряется в незакрепленный конец упру- 
гой и невесомой пружины и прили- 
пает к ней (рис. 3). Записать урав- 
нения гармонических колебаний коор- 
динаты и проекций скорости и уско- 
рения получившегося пружинного 
маятника. Максимальная деформа- 



а = 




Задача 4. Частица с массой т 
и зарядом ^ начинает падать на 
заряженную горизонтальную беско- 
нечную плоскость, находясь от нее 
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о _«!|2І1 ==т ^|( Лі _ Аі) _ 


Отсюда 




к = к 


|«|) 


'(*-*) 


Рис. 3. 

на расстоянии /і, . Поверхностная 
плотность заряда плоскости о, мо- 
чальная скорость частицы ѵ 0 . На 
какое минимальное расстояние ча- 
стица может приблизиться к пло- 
скости, если их заряды одноименные ? 
Сопротивление воздуха отсутствует. 

Частица взаимодействует с Зем- 
лей и однородным электростатиче- 
ским полем плоскости. Силы, ха- 
рактеризующие эти взаимодейст- 
вия, — сила тяжести и электростати- 
ческая сила, — стационарные, поэто- 
му, в принципе, применимы оба спо- 
соба решения задачи. Ограничимся 
рассмотрением лишь энергетическо- 
го решения. 

Пусть система включает в себя 
только одну заряженную частицу. 
Тогда все силы, действующие на 
нее, — внешние, и их работа равна 
изменению кинетической энергии 
частицы. 

На минимальном расстоянии Н 2 
от плоскости скорость частицы равна 
нулю, поэтому изменение кинетиче- 
ской энергии 



Работа силы тяжести 

А Т = т | § | (Л, — /і;), 
а работа электростатической силы 
А 3 = -у\Ё\(Н 1 -И 2 ) = 

где Ё — напряженность поля беско- 
нечной заряженной плоскости. 

Согласно теореме о кинетической 
энергии, 


Заметим, что если |у 0 | 2 > 2й х ' 

- Ігі). то Л 2 <0. то есть частица 

может упасть на плоскость, обладая 
некоторой скоростью. 

В заключение предлагаем несколь- 
ко задач для самостоятельного ре- 
шения. 

Упражнения 

1. Маленький шарик массой т= 200 г 
укреплен на конце упругой' нити длиной 1 м 
и жесткостью 24 н/м. Шарик с нитью отводят 
в горизонтальное положение и отпускают. 
При прохождении шариком положения рав- 
новесия нить растягивается на 25 см. Оп- 
ределить скорость шарика в этот момент. 
Сопротивление воздуха не учитывать. 

2. Санки массой 50 кг съезжают с горы 
высотой 7 м. Определить работу силы тре- 
ния, если скорость санок у основания горы 
равна 10 м/сек. 

3. Веревка длиной 20 м переброшена 
через невесомый блок малого радиуса. Она 
висит симметрично и покоится, а затем, в ре- 
зультате незначительного толчка, начинает 
двигаться по блоку без трения. Какова будет 
скорость веревки к моменту, когда она сойдет 
с блока? Сопротивление воздуха отсутст- 
вует. 

4 . Стеклянный шарик объемом 0,2 см 3 
равномерно падает в воде с небольшой ско- 
ростью. Определить работу силы сопротивле- 
ния воды при перемещении шарика на 6 см. 
Плотность стекла 2,7 г/см 3 . 

5. Электрон, движущийся со скоростью 
3-10® м/сек, попал в область однородного 
электрического поля и затормозился до пол- 
ной остановки. Определить разность потен- 
циалов между точкой остановки и точкой вле- 
та электрона в поле. Силу тяжести и сопро- 
тивление воздуха не учитывать. 

6. На горизонтально расположенную бес- 
конечную проводящую плоскость начинает 
свободно падать частица с зарядом <? и массой 
т, находящаяся на расстоянии Н от плоско- 
сти. Какова будет скорость частицы на рас- 
стоянии Н<Н от плоскости ? Сопротивление 
воздуха не учитывать. 

Указание. Взаимодействие заря- 
женной частицы с наведенным зарядом плос- 
кости можно заменить взаимодействием дан- 
ной частицы с точечным зарядом, располо- 
женным симметрично относительно плоскости 
(см., например, статью Г. Мякишева «Элект- 
ростатическое поле», «Квант», 1975, № 4). 
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В этом номере мы публикуем образцы ва- 
риантов письменного экзамена по матема- 
тике и задач устного экзамена по физике, 
предлагавшихся в МГУ на механико-матема- 
тическом факультете, факультете вычисли- 
тельной математики и кибернетики и физи- 
ческом факультете в 1976 году. 

Математика 

Механико-математический факультет 

1. Решить уравнение 

Ьб 5Іп <-*) (* іп “Гр + *'п -у-) = 1 • 

2. Решить неравенство 

7 2 

9 х — 2^3 Х — 1 ‘ 


3. В треугольнике АВС (С=90°; В= 30°, 
| СА |=1) проведена медиана СО. Кроме того, 
из точки О под углом 15° к гипотенузе про- 
ведена прямая, пересекающая отрезок ВС в 
точке р. Найти площадь треугольника СйР. 
Указать ее приближенное значение в виде де- 
сятичной дроби с точностью до 0,01. 

4. Три шара, среди которых имеются 
два одинаковых, касаются плоскости Р и, 
кроме того, попарно касаются друг друга. 
Вершина прямого кругового конуса принад- 
лежит плоскости Р, а ось конуса Перпенди- 
кулярна к этой плоскости. Все три шара ле- 
жат вне конуса, причем каждый из них ка- 
сается некоторой образующей конуса. 
Найти косинус угла между образующей ко- 
нуса и плоскостью Р, если известно, что в 
треугольнике с вершинами в точках касания 
шаров с плоскостью Р величина одного из 
углрв равна '150 р . 

5. Числа г, 5. I таковы, что г<х</. 
Кроме того, известно, что после подстановки 
каждого из трех чисел г, х, I вместо у в ра- 
венство 

х 2 — (9 — у)х 4 у г — 9 у 4 15=0 
по меньшей мере одно из двух оставшихся 
чисел будет содержаться среди корней по- 
лучившегося квадратного уравнения. До- 
казать, что — 10<1. 


Факультет вычислительной математики и 
кибернетики 

1. Даны: параллелограмм со сторонами, 
равными У 19 и /2/6, и углом 45° 
между ними и квадрат со стороной, равной 
31/2/5. Определить, что больше: площадь 
параллелограмма или площадь квадрата. 

2. Решить систему уравнений 

| 7 У • 1о§ 5 х = —2, 

I 4 -7 У + Іое, х = 2. 

3. Решить уравнение 

У 2 +СІ6Х — ХІП 2 Х — — 5ІП 2 х = 


= У 1У + СІ6 *• 

4. На плоскости даны две пересекаю- 

щиеся окружности. Первая имеет центр в 
точке и радиус, равный 5 1/2;. вторая — 
центр в точке /V, и радиус, равный 8. Отре- 
зок Л^/Ѵг пересекает обе окружности, а ве- 
личина угла ЛѴ*іѴ,, где Р — одна из точек 
пересечения окружностей, равна 45°. Вер- 
шина I прямоугольного треугольника К1*М 
является точкой пересечения первой окруж- 
ности и отрезка а сторона КМ — хор- 

дой второй окружности, перпендикулярной к 
прямой, проходящей через точки /V, и УѴ г . 
Найти стороны треугольника КЬМ, если из- 
вестно, что | /(/. |>8. 

5. Найти все положительные числа а, для 
которых существует бесконечно много чисел 
х и у, одновременно удовлетворяющих сле- 

- дующим условиям: 

3 

18х 2 + (1 — а) (х 3 + 9х) — 

I 

— а(х 2 + 9) 2 ==г0, 

6х 1 ау а 
х 2 + 9 = ~9у^ ~3~ ~6~ ’ 

^>0. 

Физический факультет 

1. Решить уравнение 

1 — 2 У 2 сох 3 Зх + сох 6х = 0. 

2. Решить неравенство 

1о8^ (4 — х) < 4 + 2 Іобз (х 4- 3). 

3. Решить систему уравнений 

х — 2 у х — ‘2у 

2 2 + 2 4 = 20 , 

_у_ 

2 2 
2 +4 =10. 

4. В треугольнике КЬМ, все стороны 
которого различны, биссектриса угла К1.М 
пересекает сторону КМ в точке N . Через точ- 
ку N проведена прямая, пересекающая сто- 
рону ЬМ в точке Л такой, что |МіѴ|=|ЛЛ1| 
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Рис. 1. 



Рис. 2. 



Рис. 3. 


Известно, что |/./Ѵ|=а, \КІ. | + |/(/Ѵ|=й 
Найти длину отрезка Лі.. 

5. Все плоские углы трехгранного угла 
8Р<)Я (5 — вершина) — прямые. На грани 
Я<?5 взята точка А на расстоянии 12 от ребра 
<25 и на расстоянии 5 от ребра Р5. Из неко- 
торой точки Т, расположенной внутри трех- 
гранного угла 8Р()Я, в точку А направлен 
луч света. Он образует угол я/4 с ребром 
/?5 и угол л/3 с ребром Р8. Луч зеркально 
отражается от граней угла 8Р(}Я сначала в 
точке А, затем в точке В, затем — в точке С. 
Найти длину отрезка ВС. 

Физика 

Механико-математический факультет и фа- 
культет вычислительной математики и ки- 
бернетики 

1. Два тела с массами Шх— 100 г и т 2 = 
=600 г соединены между собой при помощи 
невесомой нерастяжимой нити и системы 
блоков (рис. 1). Один конец нити неподвижно 
закреплен. Тело массы т х скользит по на- 
клонной плоскости, составляющей с горизон- 
том угол а=30°. Определить ускорение а 2 
тела с массой т г . Трением и массой блоков 
пренебречь. 

2. К концам проволоки длиной 1= 0,2 м , 
согнутой посередине под прямым углом, при- 
креплены шарики одинаковой массы. Про- 
волоку повесили углом на гвоздь А (рис. 2), 
а затем отклонили так, что одно колено про- 
волоки стало горизонтальным, а другое вер- 
тикальным, и отпустили без толчка. Найти 
модуль скорости шариков в момент прохож- 
дения положения равновесия. Проволоку 
считать жесткой и невесомой. Трением пре- 
небречь. 

3. К гвоздю, вбитому в стенку, привяза- 
на нить, намотанная на катушку. Катушка 


висит, касаясь стенки, как показано на 
рисунке 3, причем нить составляет со стен- 
кой угола=30°. Радиус оси катушки г= 1 см, 
радиус ее щечек Я= 10 см. Найти минималь- 
ную величину коэффициента трения р между 
стенкой и катушкой. 

4. На цилиндр навита веревка, конец ко- 
торой закреплен в верхней точке наклонной 
плоскости. Цилиндр лежит на наклонной 
плоскости, как показано на рисунке 4, причем 
веревка имеет горизонтальное направление. 
Масса цилиндра т= 10 кг. Найти модуль силы 

Р давления цилиндра на плоскость. 

5. Посередине цилиндра, герметически 
закрытого с обоих концов и закрепленного 
под углом а=30° к горизонту, находится 
поршень массы т= 1 кг (рис. 5). Площадь 
поршня 5=10 см' 1 . Давление воздуха под 
поршнем и над ним одно и то же и равно 
р=1,5-10 4 н/м 2 . С каким начальным уско- 
рением будет двигаться поршень, если его 
предварительно медленно передвинуть, уве- 
личив объем под ним в п=1,5 раза, а- затем 
"отпустить? Трением пренебречь. 

6. Три небольших заряженных одно- 
именным электрическим зарядом шарика на- 
ходятся в равновесии на двух одинаковым 
образом наклоненных к горизонту гладких 
непроводящих плоскостях, располагаясь в 
вершинах равностороннего треугольника 
(рис. 6). Заряд шариков 1 и 2 один и тот же 
и вдвое превосходит заряд шарика 3. Найти 
отношение масс второго и третьего шариков. 

7. По двум параллельным металлическим 
рейкам, отстоящим друг от друга на расстоя- 
ние (=20 см, движется с постоянной скоро- 
стью | о |=6 м/сек проводник, перпендику- 
лярный к рейкам (рис. 7). Рейки соединены 
с батареей из двух конденсаторов, емкости 
которых С х = 4 мкф и С 2 =6 мкф. Все про- 



Рис. 4. 


Рис. 5. 
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Рис. 6. 






водники расположены в одной плоскости и на- 
ходятся в постоянном магнитном поле, ин- 
дукция которого направлена перпендикуляр- 
но к плоскости контура, образованного про- 

водниками, и |б|=1 тл. Найти напряжение 

между пластинами конденсатора ем- 
костью С і . 

8. Точка лежит на оптической оси со- 
бирающей линзы на расстоянии Д = 40 см 
от линзы. Фокусное расстояние линзы Р= 
= 10 см. Точку переместили на расстояние 
Т=5 см в плоскости, перпендикулярной к 
оптической оси. На какое расстояние I нужно 
подвинуть линзу, чтобы изображение точки 
получилось в первоначальном месте? 

9. Какую выдержку должен обеспечить 
затвор фотоаппарата при съемке прыжка в 
воду, если прыжок производится с вышки 
высотой Л= 10 м, а смещение изображения 
на негативе не должно превышать Л/= 0, 1 мм? 
Фотограф располагается у края бассейна на 
расстоянии а=15 м от места погружения 
прыгуна. Фокусное расстояние объектива 
фотоаппарата / 7 = 15 см. Сопротивлением воз- 
духа пренебречь. 

10. Плоская поверхность плоско-вогну- 
той линзы с фокусным расстоянием I? 7 1=3 см 
посеребрена. На расстоянии <1 = 6 см от лин- 
зы на ее оптической оси со стороны вогнутой 
поверхности находится точечный источник 
света. Найти расстояние / между источником 
и его изображением. 

Физический факультет 

1. Ракета, запущенная в вертикальном 
направлении с земли, движется с постоян- 
ным ускорением 2 |^ [ в течение /=50 сек. 
Затем двигатели мгновенно выключают. Оп- 
ределить максимальную высоту подъема ра- 
кеты. Сопротивлением воздуха пренебречь. 

Считать, что |#|=10 м/сек 1 . 

2. Маленькое тело массы т свободно 
падает с высоты Н. попадает в середину одно- 
родной доски массы Ми мгновенно прилипает 
к ней (рис. 8). Доска лежит горизонтально 
на пружине, коэффициент упругости которой 
равен к. Определить максимальное сжатие 
(то есть изменение длины) пружины. Массой 
пружины пренебречь. 

3. Небольшое тело М начинает сколь- 
зить без начальной скорости из верхней точ- 
ки наклонной плоскости. Наклонная плос- 
кость установлена на горизонтальном столе, 
как показано на рисунке 9, и имеет высоту Н 
и угол наклона а. Коэффициент трения тела 


о плоскость равен р. На каком расстоянии по 
горизонтали от нижнего конца А наклонной 
плоскости тело упадет на пол, если высота 
стола Н? 

4. Сколько угля потребуется для пере- 
правки каравана судов на расстояние I .= 
= 100 км, если буксирный трос натягивается с 

силой 1=80 кн, а буксир без каравана при 
той же самой мощности двигателя развивает 
скорость в п= 4 раза большую, сжигая одно 
и то же количество угля в час? Считать, что 
сопротивление воды пропорционально ско- 
рости. К- п. д. судового двигателя т)=10%. 
Теплота сгорания угля <?=7 000 ккал/кг. 

5. В стальном резервуаре находится 
сжатый воздух при температуре /,=—23° С. 
На резервуаре имеется предохранительный 
клапан. Клапан открывается, если давление 
в резервуаре увеличивается на 2 атм. При 
нагревании резервуара до /,=27° С из него 
вышло 10% массы газа. Какое давление газа 
было первоначально в резервуаре? Тепловым 
расширением резервуара пренебречь. 

6. В двух объемах находятся в одном 
іѴ І =10 19 , в другом М,=4-10 18 молекул од- 
ного и того же газа. Объемы приводятся в 
тепловой контакт. В исходном состоянии 
внутренняя энергия первого газа была на 
Г =1,9 дж больше, чем у второго. В устано- 
вившемся состоянии средняя энергия, при- 
ходящаяся на долю одной молекулы, в пер- 
вом объеме уменьшилась на 25%. Какова 
внутренняя энергия газа в первом объеме? 
Газ считать идеальным. Теплообменом с ок- 
ружающими телами пренебречь. 

7. Стеклянный сосуд кубической формы, 
находящийся при температуре I, наполнен 
жидкостью, вес которой РР . При нагревании 
сосуда до температуры І х часть жидкости вы- 
текает, и вес ее становится равным у . 
Определить коэффициент объемного расшире- 
ния жидкости ос, если коэффициент линейного 
расширения стекла равен (5. 

8. В цепи, изображенной на рисунке 10. 
$х=1 в, $ 2 =2 в, С‘ 1 = 10 мкф, С 2 = 20 мкф. 
Найти заряд на обкладках конденсатора ем- 
кости С г , если заряд на обкладках конден- 
сатора емкости С, равен (2 г = ІО -6 к. 

9. От источника с напряжением 1 10 в 
необходимо передать полезную мощность 
5 кет на некоторое расстояние. Какое наи- 
большее сопротивление может иметь линия 
электропередачи, чтобы потеря энергии в ней 
не превышала 10% от потребляемой полезной 
мощности? 


$6 


А 





Рис. 10. Рис. II. 

10. Плоскопараллельная пластинка со- 
ставлена из двух стеклянных клиньев с ма- 
лыми углами а=1° и показателями преломле- 
ния л, = 1,5 и п г = 1,6 (рис. 11). На эту плас- 
тинку, нормально к ее поверхности, падает 
параллельный пучок света. За пластинкой 
расположена собирающая линза с фокусным 
расстоянием /==180 см. В фокальной плос- 
кости линзы находится экран. На сколь- 
ко сместится светлая точка на экране, если 
стеклянную пластинку убрать из светового 
пучка? 


Рис. 12. 

• 

11. Точечный источник света 5 располо- 
жен на главной оптической оси тонкой со- 
бирающей линзы на расстоянии а=20 см от 
нее (рис. 12). На расстоянии а 1 =30 см, по 
ту же сторону от линзы, расположено плоское 
зеркало, которое наклонено под углом а=45° 
к оптической оси. Линза дает два изображе- 
ния источника 5. Определить, чему равно 
расстояние между этими изображениями, 
если фокусное расстояние линзы Р= 5 см. 

П. Булкин, И. Г орев, С . Кротов 


Число «пи» 


и роман 
«Война и мир» 


На первой странице об- 
ложки журнала изображены 
двести восемьдесят последо- 
вательных знаков числа я 
(в десятичной системе счисле- 
ния). Каждая цифра от 0 
до 9 изображается цветным 
шестиугольником: 0 — ко- 

ричневым, 1 — светло-крас- 
ным, 2 — оранжевым, 3 — 
желтым, 4 — белым, 5 — 
светло-зеленым, 6 — зелено- 
голубым, 7 — синим, 8 — 
темно-синим и 9 — фиолето- 
вым. Затем, двигаясь слева 
направо по десятичной за- 
писи числа я, мы каждой 
цифре в этом разложении 
ставим в соответствие цвет- 
ной шестиугольник и по- 
мещаем его рядом с преды- 
дущим, начиная в центре и 


«раскручиваясь» далее по спи- 
рали по часовой стрелке 
(3,141592...). 

Этот рисунок позволяет 
сделать несколько интерес- 
ных наблюдений. Легко про- 
верить, что число много- 
угольников каждого цвета 
приблизительно равно 280 /,о = 
= 28. Таким образом, на 
данном отрезке десятичной 
записи числа я различные 
цифры появляются примерно 
одинаково часто. 

Есть предположение, что 
верно более общее и более 
сильное утверждение: для лю- 
бого I существует кусок де- 
сятичной записи числа я, 
в котором каждая комбина- 
ция цифр длины I появля- 
ется примерно одинаково 
часто. 

Из этого предположения 
вытекает, в частности, что в 
десятичной записи числа я 
встретится любая на- 
перед заданная комбинация 
цифр. 

А из этого в свою оче- 
редь можно сделать один 
парадоксальный вывод. За- 
нумеруем все буквы алфа- 
вита и все знаки пунктуации, 
а также знак пробела пара- 


ми цифр от 00 до 99 (факти- 
чески потребуется гораздо 
меньше пар). Затем возьмем 
какую-нибудь книгу и за- 
кодируем ее: вместо каждого 
знака (буквы, знака препи- 
нания, пробела) поставим его 
номер. Тогда вместо книги 
мы получим последователь- 
ность цифр, по которой ис- 
ходная книга восстанавли- 
вается однозначно. 

Если сделанное выше 
предположение верно, то в 
десятичной записи числа я 
где-то встречается код ро- 
мана «Война и мир» (как, 
впрочем, и любой другой 
книги, даже еще не напи- 
санной!). 

На рисунке много раз 
встречаются подряд два од- 
ноцветных шестиугольника, 
а несколько раз рядом рас- 
положены даже три одно- 
цветных шестиугольника. Сов- 
сем недавно были вычислены, 
разумеется, при помощи ЭВМ, 
100 000 знаков числа я. Сре- 
ди них были обнаружены не 
только тройки 000, 111, .... 
999, но и несколько четверок 
одинаковых цифр и даже 
шесть девяток подряд! 

В. Вавилов 

ІІ 


Спрашивайте — отвечаем 


В редакцию пришло письмо 
от десятиклассника Б. Ивя- 
кииа. В нем он пишет: 


«Л росматривая старые но- 
мера с Кванта» , я обратил 
внимание на приписку в кон- 
це решения задачи М 1 15 
«. . . эта задача впервые 
возникла в одной из работ из- 
вестного советского алгебраи- 
ста А. И. Ширшова. Она по- 
надобилась ему для построе- 
ния серьезной математиче- 
ской теории». Интересно уз- 
нать, как она там решена ? 
Использована ли для этого 
высшая математика, или ре- 
шение вполне элементарно ? 
Ведь если оно элементарно, то 
и школьники могли бы зани- 
маться вполне серьезными ма- 
тематическими исследовани- 
ями*. 


Мы попросили ответить на 
эти вопросы члена-коррес- 
пондента АН СССР 
А. И. Ширшова. 


Дорогой Боря! 

Не так уж обязательно просматривать старые 
номера «Кванта», чтобы наткнуться на интересные 
математические идеи. Они вокруг нас. 

Вас заинтересовала задача М115. Напомню ее 
условие: 

В три сосуда налито по целому числу литров воды. 
В любой сосуд разрешается перелить столько воды, 
сколько в нем уже содержится, из любого другого 
сосуда. Доказать, что несколькими такими пере- 
ливаниями можно освободить один из сосудов. 
( Сосуды достаточно велики : каждый может вме- 
стить всю воду) . 

Я в свое время нашел излагаемое ниже решение. 

Пусть (я, р, у) — некоторое начальное состоя 
ние сосудов, а у — такое наибольшее натуральное 
число, что по крайней мере одно из чисел п-\-р, 
п-\- у, р-\-у делится на 2 Ѵ . Очевидно, что у>0. 
Пусть п +р=2 ѵ (2«+1), п= 2“ (2/+1), р= 2 р (2г+ 
+ 1). Предположим, что а=р. Тогда а<у. Если 
я>р, то сделаем переливание (п, р, у )^=>(я — р, 
2 р, у)\ если же л<р, то переливание (п, р, у)<& 
ф>(2/і, р — п, у). Поскольку п — р=2“ +1 ( і — г) и 
2р=2 а+1 (2г+1), на каком-то шаге показатели при 
двойках станут разными, или соответствующие 
числа сравняются. Поэтому можно считать, что 
а>Р=у. Если я<р, то сделаем несколько перели- 
ваний (я, р, у)=> (2 п, р — п, у)=>..., пока я, станет 
больше р ( (Р при этом не изменится, а а — возра- 
стет). Итак, я>р, а>р=у. Если р<у, (я, р, у)<^> 
<®(я,2р, у — р) и п+2р=2У +1 т, т. е. число у уве- 
личивается. Если р>у, (я, р, у) (я, р— у, 2у)<т> 
«©(я— р-\-у, 2 (р — у), 2у) и 2 (р — < 7 )+ 2 ф = 2 р. 
у вновь увеличивается. Поскольку у не может воз- 
растать неограниченно, на каком-то шаге будет 
получен пустой сосуд. 

Легко понять, что если бы речь шла, например, 
о 100 сосудах, то результаты были бы теми же. 
Опорожнить можно все сосуды, кроме, быть мо- 
жет, двух. 

Разумеется, в моей работе (Математический 
сборник 45:2, 1958 год), не было и речи о сосудах. 
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Там шло обсуждение вопроса, как это в математи- 
ке и бывает, с полным отвлечением от предмета. 
Легко понять, что сосуды можно заменить, напри- 
мер, автоколоннами или стадами слонов. 

На самом же деле речь шла о возможности све- 
дения доказательства некоторого утверждения к 
доказательству более простого утверждения. 

В математике такие ситуации встречаются очень 
часто, и «мостики», позволяющие это делать, обыч- 
но называются леммами. 

В «сосудистом» же варианте я предложил эту 
лемму в «Математическое просвещение», где она 
и была напечатана в № 6 в 1961 году. 

Большего внимания заслуживает ваше утверж- 
дение: «Ведь если оно элементарно, то и школь- 
ники могли бы заниматься вполне серьезными 
математическими исследованиями». 

Школьники К. Ф. Гаусс и Э. Галуа занима- 
лись вполне серьезными математическими иссле- 
дованиями, которые и сейчас трудно назвать эле- 
ментарными. 

На памятнике Гауссу высечен правильный 
семнадцатиугольник — дань уважения к его пер- 
вой «школьной» теореме. Именем Галуа названа 
целая теория. Сейчас у нас в СССР есть ряд школь- 
ников, пишущих научные работы (не обязательно 
элементарные). 

Для этого нужно много знать и много трудиться. 
С уважением 




26 = 27 ?! 

Возьмем произвольный тре- 
угольник. Разделим каждую 
его сторону на три части 
одинаковой длины и соеди- 
ним точки деления, как по- 
казано на рисунке 1. Мы 
видим, что в исходном тре- 
угольнике размещены три 
равных треугольника, каж- 
дые два из которых пересе- 
каются по одному маленько- 
му треугольничку. Все эти 
треугольники подобны ис- 
ходному: большие — с коэф- 
фициентом подобия */,. ма- 
ленькие — с коэффициентом 
Ѵ 3 . Площадь исходного тре- 
угольника обозначим через 
5; тогда площадь каждого 
из трех больших треуголь- 
ников будет ( 2 / 3 ) 2 5, а пло- 
щадь каждого из трех ма- 
леньких .(Ѵ 3 ) 2 5. Площадь 5 
исходного треугольника мож- 
но представить как сумму 
площадей больших треуголь- 
ников минус сумма площадей 
маленьких — мы их сосчи- 


тали дважды. Мы получили 
тождество 

А теперь проделаем по- 
добное построение для тре- 
угольной пирамиды объема 
V (рис. 2). Больших пирамид 
будет четыре (по одной у 
каждой вершины) .объем каж- 
дой из них будет ( 2 / 3 ) 3 К (на 
рис. 2 показаны две из этих 


четырех пирамид). Каждые 
две такие пирамиды пере- 
секаются по маленькой пи- 
рамидке объема (Ѵ 3 ) 3 К, всего 
таких пирамидок будет шесть 
(по одной у каждого ребра 


исходной пирамиды). Полу, 
чаем 

откуда 



Последним равенством чита- 
тель может распорядиться 
по своему усмотрению. Если 


У# О, то 26=27. Если же 
читатель считает, что 26#27, 
то он должен признать, что 
объем произвольной треуголь- 
ной пирамиды равен нулю. 

А ■ Кушниренко 
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Сквэрворд 

Сквэрворд ^иаге — 
квадрат; \ѵог6 — слово) — 
это квадрат, разделенный на 
клеточки. В некоторых запи- 
саны буквы, большая часть 
клеточек пуста. Надо запол- 
нить пустые клетки буквами 
из числа написанных так, 
чтобы ни на одной горизон- 
тали, вертикали или боль- 
шой диагонали не было двух 
одинаковых букв, то есть 
каждая буква встречалась 
бы по одному разу. 

Рассмотрим рисунок 
сверху слева. Решение зада- 
чи лучше всего начинать с 
заполнения диагоналей. В 
клетку сЗ можно поставить 
только букву Л, так как на 
вертикали с стоят буквы И, 
К, а на диагонали а5 — еі — 
буквы У, А, и поэтому Л — 
единственная буква, допол- 
няющая набор И, К, У, А 
до У, Л, И, К, А. 
Теперь на диагонали а5 — еі 
остались две свободные клет- 
ки, в которые нужно раз- 
местить буквы И, К. Букву 
К на 62 поместить нельзя, 
значит, К проставим на еі, 
И — на 62. На горизонтали 1 
в клетки а 1 , Ы, сі букву Л 
вписать нельзя, клетка еі 
занята, поэтому место буквы 
Л — 61. По вертикали 6 
надо ставить А на 63 и У 
на 64, отсюда на е4 надо 
ставить И. 

Далее вписываем: е2 — Л, 
еЗ— У, Ь2— К, аі— И, с2— У, 
а2 — А, аЗ— К, ЬЗ-И, Ы— У, 
сі— А. Задача решена. 
Остальные задачи решите 
самостоятельно. 

Л. Мочалов 
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Сквэрворд 
и слова-оборотни 


Занимательная математи- 
ческая головоломка «сквэр- 
ворд», придуманная Л. Мо- 
чаловым, должна понравить- 
ся любителям многоходовых 
логических задач. К очень 
любопытным результатам 
приводит анализ этой игры. 

Например, сколько букв 
нужно вставить в квадрат, 
чтобы можно было однознач- 
но заполнить оставшиеся 
клетки квадрата ? Рассмот- 
рим квадрат 5X5, изобра- 
женный на рисунке 1. В нем 
к первой строке добавлено 
12 букв, однако существует 
два разных заполнения остав- 
шихся клеток (рис. 2, 3). 

С другой стороны, доба- 
вив к буквам первой строки 
еще лишь две буквы в начале 
и в конце второй строки 
(рис. 4), получаем набор, 
при котором заполнение един- 
ственно. Убедиться в этом 
нетрудно, достаточно найти 
все различные заполнения 
квадрата 5X5 при заданной 
первой строке (их всего 8). 

А каково минимальное ко- 
личество заполненных клеток, 
которое полностью определя- 
ет дальнейшую расстановку 
букв в квадрате пХп? Где 
эти клетки расположены ? 

Нетрудно проверить, что 
для квадрата 4X4 существу- 
ет всего два различных за- 
полнения при заданном пер- 
вом слове (проверьте!), при- 
чем в каждой клетке не пер- 
вой строки буква, постав- 
ленная при первом запол- 
нении, отличается от буквы, 
которая туда ставится при 
втором заполнении. Поэтому 
заданием лишь одной допол- 
нительной буквы заполнение 
квадрата определяется од- 
нозначно, если оно вообще 
возможно. 
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Рис. 1. 
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Рис. 2. 
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Рис. 3. 



Рис. 4. 


Анализ игры на квад- 
ратах пХп при л>5 гораздо 
более сложен. Его удобнее 
проводить не с буквами, а 
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Рис. 5. 
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Рис. 6. 


с цифрами 1, 2., 3, .... п. 
Например, для квадрата 6X6 
при заданной первой строке 
возможны 128 различных за- 
полнений, то есть опять сте- 
пень двойки (2 1 для квадра- 
тов 4X4, 2 3 для квадра- 

тов 5X5 и 2 7 для квадратов 
6X6). Всегда ли так будет? 
Если вас заинтересовала эта 
тема, попробуйте разобрать- 
ся с квадратами 7X7. 

Однако буквенное запол- 
нение квадрата наводит на 
идею еще одного типа голо- 
воломок. В русском языке 
существуют группы слов, от- 
личающихся лишь переста- 
новкой букв («смола» и «мас- 
ло» или «автор», «товар», 
«тавро», «отвар»). Это — сло- 
ва-«оборотни». На рисунках 
5, 6 показаны два заполне- 
ния квадрата, в которых од- 
новременно присутствуют сло- 
ва «товар» и «автор». А можно 
ли одновременно располо- 
жить в квадрате слова «смо- 
ла» и «масло»? Или сразу 
три из набора: «автор», «то- 
вар», «тавро», «отвар»? А все 
четыре? А как ведут себя 
в этом смысле другие груп- 
пы слов-«оборотней»? 

Ждем ваших писем! 

А . Савин 
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Отіеты, указания, решения 



К статье «Конусы в каркасах» 

1. а У 3/3. 2. 2:1. 3. 2г ів ( л/4 - 

— а/4 )/Уз. 4. 2 агс!§ хіп (л/л). 

К статье «Как решать задачи на механиче- 
ское движение» 

1 . \ѵ\=Ѵ 2 ІеІ (I + М) — к (Д 1)*/т 

я 4,2 м/сек. 

2. А= — т (|§| Л — |о| 2 /2) = — 1 000 дж. 

3. Н = V |#| 1/2 = 10 м/сек. 

4. А = — \ё\кѴ (рст — Рв) я» — 2 000 эрг . 

5. Дф = т |ц| 2 /2е<=«25,5 в. 

6. |о| = 

= /2| в 1(Я-А) +? ^ г (-|— ^г). 

К статье «Московский государственный уни* 
еерситет им. М. В. Ломоносова» 

Математика 

Механико-математический факультет 

4л 

1 . х = -д- + 46л, к — целое . 

2 — Іойз 2^х < 0 , у Іо8 3 2 < хг^: 1 . 

3. -^-(1 + Ѵ3)«*0,34. 

Указание. Убе- 
/-ч 

диться, что СО/= 105°; | СО |=1. По теореме 
синусов из ДП/В вычислить ІО/ 7 1 . 

4. соха=Ѵ 7 . Указание. Показать, 
что треугольник АВС с вершинами в точках 
касания шаров с плоскостью Р — равнобед- 
ренный. Проверить, что вершина конуса М 
равноудалена от точек В и С касания с плос- 
костью Р двух меньших шаров. Рассмотреть 
два случая: 

а) точка М лежит на высоте треугольни- 
ка АВС, опущенной из вершины А; 


б) точка М лежит на продолжении этой 
высоты за вершину А. 

5. Указание. Положив 

Р (*. у)— * 2 — (9 — у)х-\~у г — 9у + 15, 

заметить, что Р (х, у) = р/у, х). Доказать, 
что уравнение Р (х, г) = 0 имеет своими 
корнями числа іи /, (Допустим, например, 
что корнями уравнения Р (х, г)=0 являются 
числа х и ифі. Тогда Р (з, г)= 0, а потому 
Р (г, х)=0; далее, Р (х, /)= 0 ибо р (г, /)= 
=Р (I, г)ф 0, а потому Р (I, х)=0. Следова- 
тельно, уравнение Р (х, х)= 0 имеет корни г 
и I. Сравнивая равенства х + и = 9 — г, 
г + / = 9 — х, получающиеся по теореме 
Виета для уравнений Р (х, г)= 0 и Р (х, х)=0, 
приходим к противоречию с предположением 
ифі). Решить систему неравенств 

0> 0, Р(г, г) > 0, г < — у Г 

(так как уравнение Р (х, г)= 0 имеет корни 
хи I, зф I, то его дискриминант П положите- 
лен; так как г<х</, то значение трехчлена 
Р (х, г) в точке г положительно; так как 
г<х, то число г лежит левее абсциссы вер- 
шины параболы Р (х, г)= 0,то есть левее числа 

* + і _ 

. — 2 — > которое, по теореме Виета, равно 

9 — г \ 

числу — 5 — . 


Факультет вычислительной математики и 
кибернетики 

1. Площадь параллелограмма больше 
площади квадрата. 

2- * = У = 0 - 

, УТз 

3. х = агссіб — 2 — + кл, к — - целое. 

Указание. Заметить, что если положить 

4 30 

-у/- — 8іп 2 х= и , -рт-+с1б* = Щ 

то данное уравнение записывается в виде 

У и + ѵ = Уй + Уѵ- 

4. |/а| = |Ш| = 2(і + УІ5), |/СМ| = 
= 2 1/2 (і + У 15). Указание. Дока- 
зать, что А КСМ — равнобедренный. Запи- 
сать теорему Пифагора для ДК#/Ѵ г , где 
Н — точка пересечения хорды КМ с линией 
центров. 

4 2 — 

5. -д- < а < -д- (ІЗ' — 2 У22). Ука- 
зание. Полагая 

6х 

X 2 + 9 ^ 

переписать данные условия в виде 

-т( 2 + -г)( г --г)^°- *»> 


62 


1 1 а 

г = э7 + ~ а У + ~Ь> 

(2) 

у> 0 

(3) 

и заметить, что 

И^І. 

(4) 


Показать, что если 0<о^2, то нера- 
венство (1) выполнено при — 1/2 ^ г ^ а/2 , 
а если а > 2, то это неравенство (с учетом 
условия (4)) выполнено при — 1/2^г^1. 
Убедиться, что для а>0 наименьшее зна- 
чение правой части равенства (2) (с учетом 
условия (3)) достигается при у = 1/1/3 а и 
2 "І/З а а 

равно — д — + -0-. Требования задачи вы- 
полнены, если 


а 2 і/За 
2" > 9 


а 

"6 


при 0 < а =5 2; 



-*• -* 2рЗ (я — 1) 

5. |а| = 1^1 8іп а + - тл(2 _ я) = 

= 25 м/сек?. 

т г 2 4- со5 60° 5 

т, ~ 1 -|- со5 60° 3 ' 


2 1/За а 

1 > — д — + -р- при а > 2. 


Физический факультет 


_ С. 2 |В| |о| I _ 

7 . с/ 1 — ^ | — 0,72 в . 

ір 

8.1 = —д- = 1 ,25 си . 


л ял я 26л 

1 • =- 6 - + _ 3 _ * х * = ± І2 3 

(я, к — целые). 

23 

2. — )0 < дс < 4. 

3. х, = 6, у, = — 1; х 2 = 2, у г = —3. 

х— 2» 

4 

Указание. Обозначить 2 через г. 

а 2 

4. |і4і| = Указание. На про- 
должении стороны Т/С за точку К построить 
точку В такую, что |/(В| = \КЫ\, так что 

уЫ хх 

|ВВ| = Ь. Доказать, что ЬАЫ = ^NВ, а по- 
тому Л ТЛУооД Ь/^В. 

5. |ВС| = 14. Указание. Рассмотреть 
точку В,, зеркально симметричную точке В 
относительно плоскости РС/5, и вычислить 
\АВ І \ = \АВ\. 


Физика 

Механико-математический факультет и фа- 
культет вычислительной математики и ки- 
бернетики 


- -* яг, — 2т. 5Іп а 

1 ' М = \е\ 4т,+т г ' = 5 м/сек 

(при решении этой и последующих задач 

считается, что |#| = 10 м/сек 2 ); вектор а г на- 
правлен вертикально вниз. 


г. м= /іе\і(Ѵ2- 1 )/2 <=« 0 , 63 м/сек. 

3 ^7Гет = °' 2 - 

4. |В| = т |#| = 100 я. 


9. 


10. 


і 


I = 


М (а — Р) 

Р V 2 ДО Л 
24 Ы + \Р\) 
24 + |В| 


7 - 1 0 -4 сек. 


= 7,2 см . 


Физический факультет 

1 . Н тях = 3 |#| 1 2 = 7,5- ІО 4 м = 75 км. 

_ (яг + М) |йІ , 

2- х тах — у Н - 


+ 




(т + М) 2 ІгІ 2 2т 2 |#| к 
к- + к (яг + М) 

3. $ = Н (1 — р сіе а) X 


х(|/ 1 +4(1-рсІ б 1 а )зіп 2 а- 1 ) 5Іп2а - 

я 2 |В| В 


4 . т = ■ 


5. Рі = 


(я 2 — 1)л? 

ЛрГ, 

0,97\,— 7, 


= 2,9 10 3 кг. 
= 25 атл . 


дж. 


6 ' X '^ ~ 1,25-0,75 N^N ^ ~ 2 
7. а = 3р1- 


8. (/ г =С г (й’ г -^ 1 + (2 1 /С 1 ) = 410- ь к. 

Примечание. Заметим, что, если бы 
между точками М и N цепи не было вклю- 
чено дополнительного источника тока, то аб- 
солютные значения зарядов (?, н Ч г были 
бы одинаковыми, 


«і 


«I 



о.і / и \2 

9 . К — р ( і ^ I — 0,2 ом . 

10. Д/ = р у яй Ра (п г — п,)?»0,31 см 
(см. рис. 1) 

П $'$’,= /(/-/,)* -И? = 

= 2 "і/Го/3 с-и = 2, 1 см (см. рис. 2). 

К задачам «Квант» для младших школь- 
ников 

(см. «Квант» № 1) 

1. Каждая партия кончается отъездом 
одного из игроков, поэтому чемпион опре- 
деляется ровно за 9 партий. Поскольку 
5Х2=10>9, по две партии могли выиграть 
Максимум четверо участников. Пример: Пер- 
вый выиграл у Второго и Третьего, затем 
Четвертый — у Первого и Пятого, Шестой — 
у Четвертого и Седьмого, Восьмой — у Шес- 
того и Девятого, Десятый — у Восьмого. 

2. Н=3, Е=7. 

3. 142 857 X 516 342= 73 763 069 094. 

4. У\ = I. 

Ответы к «Кроссворду» 

(см. «Квант» Л® 1, с. 64) 

По горизонтали: 5. Кеплер. 

6. Марков. 9. Герц. 12. Коши. 13. Гаусс. 
14. Дирак. 17. Савар. 18. Карно. 19. Шухов. 
22. Галле. 23. Вуд. 25. Бор. 26. Герои. 
30. Майер. 31. Винер. 32. Пикар. 36. Ампер. 
37. Хаббл. 38. Буль. 39. Лауэ. 42. Кантор. 
43. Гейгер. 

По вертикали: 1. Виет. 2. Умов. 
3. Нернст. 4. Валлис. 7. Крукс. 8. Попов. 
10. Раман. 11. Галуа. 15. Паули. 16. Юнг. 
20. Басов. 21. Кулон. 24. Непер. 27. Ферма. 
28. Вин. 29. Гиббс. 30. Мозли. 33. Риман. 
34. Петров. 35. Жансен. 40. Уатт. 41. Ленц. 

К задачам 

(см. «Квант» № 1, с. 24) 

«Спиши и думай» 

С=6, П=5, И=1, Ш=0, Д=7, У=3, 
М=4, А=9, Й=8. 

«Ребус» 

опе=345. 


(см. «Квант» № 1,с.42 ) 

«Квадраты в квадрате» 



«Звездочка» 

3 + 4 = 7 
X X — 
3X2 = 6 
9 — 8= 1 


«Ребусы» 

а)913Х 112=102 256; 6) 783 X 319= 
= 249 777. 
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В 1975 году издательство «Мир» выпустило 
книгу С. В. Голомба «Полимино». Много 
места в этой книге посвящено выяснению 
того, какие фигуры можно, а какие нельзя 
покрыть так называемыми пентамино. (Пол- 
ный набор пентамино вы видите на рисунке.) 
Есть в этой книге и задачи, решения кото- 
рых автор не знал. Одну из них удалось 
решить нашему читателю из Москвы восьми- 
класснику Саше Разборову. 


Постройте из полного набора пентамино 
одновременно два прямоугольника 3X5 и 
5X9. 

На рисунке вы видите полученное им реше- 
ние. Вот еще несколько задач из этой книги. 
Сложите (или докажите, что это невозмож- 
но сделать) из полного набора пентамино 
одновременно два прямоугольника размера- 
ми: а) 5X8 и 4X5, б) 4X5 и 4ХЮ. 




Индекс 70465 
Цена 30 коп. 



Эта фигура образована следующим обра- 
зом: к некоторым квадратным граням ром- 
бокубооктаэдра приклеены кубы. 
Попытайтесь, мысленно откинув кубы, пред- 
ставить себе, как выглядит ромбокубо- 
октаэдр и изобразить, как выглядит выпук- 


лая оболочка нарисованного здесь много- 
гранника (выпуклая оболочка фигуры Р — 
это пересечение всех выпуклых фигур, со- 
держащих фигуру Р). Фигура, которая у 
вас должна получиться, называется «ром- 
боусеченным кубооктаэдром». 



